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EINFUHRUNG

Die Dimensionsanalyse ist ein Instrument, das ganz allgemein und ohne jede Ein-
schriankung in der ingenieurwissenschaftlichen Forschung und Entwicklung fiir
verschiedene Zwecke zur Verfiigung steht. Dabei geht es in der Regel darum, die
fir einen gegebenen physikalisch/technischen Sachverhalt relevanten Einfluss-
groflen zu benennen und die Beziehungen zwischen denselben in Form von ma-
thematischen Gleichungen zu ermitteln, d. h. ein mathematisches Modell des in-
teressierenden Sachverhaltes zu erstellen. Nun sind zwar die zur Aufstellung von
mathematischen Modellen benétigten Gleichungen im Grunde genommen aus der
Physik und Chemie bekannt; das betrachtete physikalisch/technische System
mag jedoch so kompliziert und/oder komplex sein, dass eine rechnerische Auswer-
tung der Gleichungen unter den gegebenen Randbedingungen ausgeschlossen er-
scheint. In solchen Fallen ist oftmals bereits viel gewonnen, wenn approximative
halbempirische Gleichungszusammenhénge fiir die interessierenden Sachver-
halte aufgestellt werden kénnen, wobei dann die empirischen Koeffizienten durch
geeignete Versuche zu bestimmen sind. Bei diesem Vorgehen kann die systema-
tische Anwendung der Dimensionsanalyse erhebliche Vorteile mit sich bringen.
Dasselbe gilt, wenn es um die Planung von geeigneten Versuchsreihen geht und
um die mathematische Darstellung von Versuchsergebnissen. Aullerdem gestat-
tet die Dimensionsanalyse die Herstellung einer optimalen Verbindung zwischen
Rechnung und Experiment. Die genannten Vorteile werden im Anwendungskapi-
tel des vorliegenden Textes demonstriert.

Zur hinreichend sicheren Anwendung der Dimensionsanalyse empfiehlt sich eine
gewisse Beschéaftigung mit der dimensionstheoretischen Begriindung derselben,
und mit dem Begriff der ,, physikalischen Dimensionen®. Hierzu existiert eine um-
fangreiche Spezialliteratur, die den Stoff unter teilweise sehr unterschiedlichen
Aspekten angeht und wobei auch zum Dimensionsbegriff verschiedenartige Auf-
fassungen vertreten werden. Dieser Umstand erschwert es selbst dem eher wis-
senschaftlich ausgerichteten Ingenieur, sich in die Materie einzuarbeiten.

Fur den Anwender, der die Dimensionsanalyse vor allem als niitzliches Werkzeug
sicher handhaben mochte, sind allerdings die Unterschiede hinsichtlich ihrer
Ausdeutung und Begriindung von nachrangiger Bedeutung. Es zeigt sich nam-
lich, dass man mit durchaus unterschiedlichen Auffassungen zum Dimensionsbe-
griff zu gleichsam ordentlichen Resultaten gelangen kann. Deshalb wird in dem
Grundlagenkapitel des vorliegenden Textes gar nicht erst versucht, eine Uber-
sicht Uber verschiedene Sichtweisen zu geben und eine Abwigung zwischen die-
sen vorzunehmen. Vielmehr entscheidet sich der Verfasser in der Hauptsache fir
eine stark geraffte und vereinfachte Auswahl aus den ausfiihrlichen Grundlagen-
darstellungen von Gortler /1/, weil dieser nur die allgemein bekannte Zahlenal-
gebra fiir die Darlegung der dimensionstheoretischen Grundlagen verwendet.
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Die GroBlenalgebra, die zwar im deutschen Sprachraum beim Rechnen in Physik
und Technik hiufig Verwendung findet 1, wird hier nicht benétigt. Wie es der
Name bereits sagt, operiert die GroBenalgebra nicht mit Zahlen, sondern mit
,GroBen”, ausgedriickt durch algebraische Konstrukte aus Zahlenwert und Ein-
heit, und erfordert dementsprechend auch einige besondere Rechenregeln. Dieser
Sachverhalt, dessen man sich nicht immer voll bewusst sein mag, erschwert nach
Ansicht von Gortler /1/ den Zugang zu den hier zu behandelnden Grundlagen. In
diesem Zusammenhang zitiert er eine Aussage von Diesselhorst: ,,Die physikali-
schen Formeln driicken ... Beziehungen zwischen Grofen aus und stellen Glei-
chungen zwischen Mafzahlen dar“. Dem machte sich der Verfasser anschlief3en.

Eine sehr interessante und empfehlenswerte Grundlagendarstellung, die eben-
falls nur die Zahlenalgebra verwendet, findet man auch in Ain A. Sonin /4/.

1 Dies gilt vor allem in Schulen und Bildungseinrichtungen fiir Handrechnungen, nicht aber in
Forschung und Entwicklung bei mathematischen Berechnungen mit Computerprogrammen.
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1 DIMENSIONSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

Bei der mathematischen Beschreibung von physikalisch/technischen Sachverhal-
ten und im Zusammenhang mit einer Dimensionsanalyse ist man stets mit ,,phy-
sikalischen Grofen“ und mit ,physikalischen Gleichungen® befasst. Deshalb er-
folgt nachstehend zunéchst eine Klarung dieser beiden Begriffe in Anlehnung an
die Ausfithrungen in Gortler /1/.

1.1 Physikalische GroRRen

Als ,,physikalische Grofen“ bezeichnet man solche Merkmale oder Eigenschaften
von physikalischen Objekten, die in Verbindung mit Messvorschriften oder defi-
nierenden Rechenvorschriften quantifizierbar sind, insofern, als thnen im Sinne
einer Bewertung (groBer, kleiner, gleich) MalBzahlen auf der Zahlenachse zuge-
wiesen werden konnen. Dabeil werden verschiedene Groflenarten — z. B. Lange,
Zeit, Masse, Geschwindigkeit, Energie — unterschieden, denen die Grollen jeweils
zuzuordnen sind.

Zur Festlegung der Malzahlskala fiir eine bestimmte physikalische Groenart
ordnet man der Maf3zahl O eine Nullgro3e und der Mal3zahl 1 eine Einheits-
grofle (oder kurz ,,Einheit“) der betreffenden Grofenart zu. Beide Groflen konnen
weitgehend willkiirlich gewéahlt werden. Wenn man fiir eine bestimmte Grofenart
unter Beibehaltung der NullgroBe die der MaBlzahl 1 zunichst zugeordnete Ein-
heitsgréBBe aufgibt und eine andere Grofle mit einer Mal3zahl a #1 als neue Ein-
heitsgrofle auszeichnet, indem man nun dieser die Mallzahl 1 zuordnet, spricht
man von einer Einheitendnderung. Dabei dndern sich alle mit der alten Einheit
festgelegten MaBizahlen x; von physikalischen Groen der betreffenden Art um
denselben Faktor in x; =(1/a)x;. Das Verhdltnis der MalBlzahlen x;, x4 zweier
gleichartiger GroBen ist hingegen invariant gegeniiber Einheitenédnderungen, da
sich der Umrechnungsfaktor bei der Quotientenbildung heraushebt,
n_(la)x (1.-1)
Xo (1/a)xy
Diese Eigenschaft aller physikalischen MalBzahlskalen wird als die ,,absolute Be-
deutung der relativen Grof3e“ bezeichnet.

In Bild 1.1 ist skizziert, wie z. B. die Mal3zahl der Masse eines Fahrzeugs im Prin-
zip ermittelt wird. Eine Mitteilung iber das Messergebnis, die Maf3zahl x, erfor-
dert zu ihrer Aussagekraft eine Information tber die verwendete Einheitsgrofe.
Dies erfolgt tiblicherweise durch die pro forma einer Gleichung entsprechende
Schreibweise m=xkg, die zum Ausdruck bringen soll, dass die Maf3zahl x der
GroBe m das x-fache der MafBzahl 1 der Einheitsgrofe 1kg der GroBenart Masse
betragt. Allgemein schreibt man g=xz; . Hierin ist xy; der sogenannte ,,Gréfen-
wert” der GroBle u . Die bekannte Interpretation des Groflenwertes als ,,Produkt
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von Zahlenwert und Einheit”, mit dem man mathematisch operieren kann, gilt
aber nur in der sogenannten ,,Gré3enalgebra®, die, wie bereits in der Einfihrung
erwahnt, hier nicht benétigt und nicht verwendet wird.

Fahrzeug mit u.a.

608586863 dor Higonschaft dr
500333388  Wagung e

EinheitsgroBe der
GrundgriBenart

: : Oﬁ% -
\\(’O ———— Mazahl
§>
/ der Fahrzeugmasse m
1

0 Malizahl der
Einheitsgrolie

Bild 1.1: Zur MalBzahlbewertung von physikalischen GroBen

Physikalische GroBen einer bestimmten GroBenart, fir die die MalBzahlbewer-
tung unabhéingig von anderen Gréfen durch den Vergleich mit einem realen oder
bei Bedarf realisierbaren Prototyp vorgenommen wird (z. B. die Masse in Bild 1.1),
nennt man ,,Grundgrof3en” und die betreffende Grofenart eine ,,GrundgréBen-
art”. Die einer GrundgroBenart zugeordnete Einheitsgrofe heilit ,,Grundeinheit®.

In Physik und Technik bezieht man sich je nach Anwendungsbereich auf m
GrundgroBBenarten, die nach bestimmten Gesichtspunkten festgelegt wurden. So
gelangt man zu unterschiedlichen GrundgroBensystemen, gekennzeichnet durch
Symbole der Form {M;,M,,...,M,,} . Hierbei bezeichnen die M, die MaBzahlen
von je einer beliebigen Grundgrof3e der gewahlten GrundgréBenarten bei irgend-
wie festgelegt gedachten Grundeinheiten. Fiir praktische Anwendungen trifft
man h&ufig eine geeignete Auswahl aus den GrundgréBenarten Léange, Zeit,
Masse, elektrische Stromstarke, Stoffmenge, thermodynamische Temperatur und
Lichtstarke, fir die die Grundeinheiten im internationalen Einheitensystem fest-
gelegt sind. So verwendet man z. B. in der Mechanik ein {M(Masse), L (Lange),
T (Zeit)}-System mit den Grundeinheiten kg, m und s. Im Hinblick auf dimensi-
onsanalytische Anwendungen sollte man sich jedoch stets der volligen Freiheit
bei der Festlegung der GrundgréBenarten bewusst bleiben, was auch sehr unge-
wohnlich erscheinende Festlegungen einschlief3t.

Vor dem Hintergrund eines bestimmten { M;,M,,...,M,, } -Systems spricht man
dann von einer priméren ,abgeleiteten Grof3enart”, wenn fiur die Gréflen dieser
Art eine definierende Rechenvorschrift



x=f(M,M,,....M,) (1.-2)

vorliegt, nach der ihre Maf3zahlen x aus den beobachteten Maf3zahlen M;,M,,...,
M,, von im allgemeinen m Grundgréen berechnet werden kénnen. Fiir die defi-
nierende Rechenvorschrift (1.-2) wird gefordert, dass sie bei jeder Wahl der
Grundeinheiten gilt, wobei die Mal3zahlen x sich um einen festen Faktor a &ndern,

wenn die Grundeinheiten der M;,M,,...,M, sich &ndern, d. h.

x=ax=f(yM;,a5M,,...,0, M, ) . (1.-3)

Aus dieser Forderung lasst sich der fiir die Theorie der physikalischen Dimensio-
nen fundamentale Sachverhalt ableiten, dass die definierende Funktion f folgen-
dermallen darstellbar sein muss:

f(M,M,,....M,)=M"Mz>...M;m f(1,1,...,1) 2 (1.-4)
mit a;,a,, ... ,a,,: feste Zahlen.

Somit sind die Mafzahlen einer abgeleiteten Gréflenart stets bis auf einen Zahlen-
faktor f(1,1,...,1), durch den die Einheit der abgeleiteten GroBenart festgelegt
wird, darstellbar als Produkt von Potenzen der Mal3zahlen von m Grundgréflen.
Fasst man die definierende Rechenvorschrift f so, dass f(1,1,...,1)=1 wird -
was immer moglich ist - , so erhdlt man fir die abgeleitete Groenart sogenannte
,koharente Einheiten®.

Mit Gleichung (1.-4) kann unmittelbar auf das Umrechnungsgesetz geschlos-
sen werden, mit dem die MaBzahlen x bei einer beliebigen Anderung der Grund-
einheiten umzurechnen sind: Geht man fiir die Grundgrofenart k£ zu einer 1/ ¢;,
fachen Einheit (k =1,2,...,m) tuber, so berechnet sich die neue Mal3zahl

x=f(gM;,aoM,,...,a,, M, ) der abgeleiteten GroBe aus der alten MalBzahl
X :f(M].’MZ"" ,Mm) zu

m=—m

floyMy,09M,,...,a,M,) = o ...apm M ... Mym | 1.-5)
= o ...apm f(My,M,,...,M,,)
d. h. esist
X=a"...apm x . (1.-6)
Die Exponenten a;,q,,...,a,, in den Gleichungen (1.-4) und (1.-6) sind durch die

definierende Funktion f eindeutig festgelegt.

Zur Mitteilung dieser Exponenten, die gemall Gleichung (1.-6) fiir beliebige Ein-
heitenumrechnungen von x erforderlich sind, gibt man zweckméfBig das in Glei-
chung (1.-4) auftretende Potenzprodukt Mla M g 2...M;m an, da hierin sofort
kenntlich wird, welcher Exponent zu welcher GrundgréBenart gehort. Dieses Po-
tenzprodukt heilt die ,Dimensionsformel” oder kurz die ,Dimension® der phy-
sikalischen GréBe, deren MaBzahl x ist. Man wéhlt hierfur das Symbol [x],

2 Die Funktion f muss nicht immer unmittelbar in dieser Form gegeben sein
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[x]=M"My?>... M;m . (1.-7)
Es ist tiblich, [x] abgekiirzt die ,,Dimension von x“ zu nennen.

Wenn man die Dimension [x] einer bestimmten physikalischen Grof3enart kennt,
so kann man mit Gleichung (1.-6) ihre fiir eine zunéchst getroffene Wahl der
Grundeinheiten bekannten Malzahlen x in die Malzahlen x fiir jede andere
Wahl der Grundeinheiten umrechnen.

In Verbindung mit Bild 1.1 wurde bereits die Schreibweise fir die ,,GréBenwerte®
von GrundgroBen mitgeteilt, in der die Angabe der Mal3zahl mit der Angabe der
zugrundeliegenden Grundeinheit kombiniert wird. Bei abgeleiteten physikali-
schen GroBlen verallgemeinert man diese Schreibweise, indem die Information
uber die Grundeinheiten in der folgenden Weise an die Mal3zahl angehédngt wird:
Man orientiert sich an der Struktur der Dimensionsformel der betreffenden Gréf3e
und tauscht darin die Symbole fiir die MafBzahlen der GrundgréBen durch die fir
die gewahlten Grundeinheiten aus (z. B. M durch kg, L durch m, 7' durch s). Das
so entstehende Konstrukt aus den Symbolen der mitzuteilenden Grundeinheiten,
aus dem auch die Dimension der betreffenden Grofie erkennbar ist, wird als die
,Einheit” dieser Grofle bezeichnet /4/. Oftmals werden die Begriffe Dimension und
Einheit synonym verwendet, was aber nach Vorstehendem nicht korrekt ist.

Die Darstellung (1.-4) gilt trivialerweise auch fir die Mallzahlen x =M, der
GrundgroBBen selbst. Fur die Dimension einer Grundgroéfle, auch ,,Grunddimen-
sion“ genannt, wird dann sehr einfach

[x]=M; ..My | M} M., ...M° =M, . (1.-8)
Hat eine abgeleitete physikalische Grof3e die Dimension
[x]=MP MY ... M° =1, (1.-9)

so heil}t diese GroBe ,,dimensionslos” beziiglich der zugrunde gelegten m Grund-
grofBenarten. Aus Gleichung (1.-6) ist zu ersehen, dass die Mal3zahl einer dimen-
sionslosen GroBe unveridndert bleibt, wenn man die in Betracht kommenden
Grundeinheiten beliebig dndert.

Zusammenfassend ist festzustellen: Jede Grofle, die in einem physikalischen
GrundgroBensystem {M;,M,,...,M, } eine Dimension [x]=M]"My>... Mym
mit reellen Werten der Exponenten q;,a,, ...,a,, besitzt, nennt man eine physi-
kalische GroBe.

1.2 Physikalische Gleichungen

Es seien x;,%9,...,x, und aulerdem noch y die Mafizahlen von physikalischen
Grollen mit den damit existierenden Dimensionen

[x;]= M M%2  M%n | i=1,2,..,n

o i (1.-10)
[y] =M ME .. MO



Die Maf3zahlen y mogen mit den Mal3zahlen x; iiber die Gleichung
y=f(x1,%9,...,%,) (1.-11)

zusammenhéingen. Bei dieser Gleichung kann es sich 1) um die definierende Glei-
chung fiir eine abgeleitete GroBBenart mit den Malizahlen y oder aber 2) um eine
naturgesetzliche Beziehung zwischen der Grofenart mit den Mallzahlen y und
den n GroBenarten mit den MafBzahlen x;,---, x, handeln.

Der erste Fall stellt die Verallgemeinerung der priméren abgeleiteten GroBenart
gemal Gleichung (1.-2) dar, bei der die MalBzahlen der abgeleiteten GrofBenart
speziell auf Mallzahlen von GrundgréB3en zuriickgefithrt werden.

Bei Einheitendnderungen der GrundgréBenarten durch Ubergang zur 1/ a; - fa-
chen Grundeinheit der % - ten GrundgroBBenart, £=1,2,...,m, gelten somit fiir die
MaBzahlen x; und y die folgenden Umrechnungsgesetze

= a1 a: .
X; =o't .ayimox; 1=1,2,...,n

by

X (1.-12)
Yy =ogary .

Damit diese Umrechnungsgesetze gelten kénnen und dabei die Gleichung (1.-11)
unabhéingig von der Wahl der Grundeinheiten ihre Gultigkeit behélt, d. h. stets
auch

y:f(gz173?27"'afn) (1-13)

gilt, muss zunachst die Funktion f die sogenannte Eigenschaft der ,Dimensi-
onshomogenitat® besitzen, d. h, es muss gelten

b

fla . almx, . ool Y= alt L alr (%%, k) (1.-14)

Zudem muss der Umrechnungsfaktor afl a,l;m auf der rechten Seite dieser Glei-

chung mit dem der Mal3zahlen y iibereinstimmen, so dass gilt

[y]:[f(x1’x27""xn)] . (1-15)

Hierin ist [f(x;,%5,...,%,)] die Dimension der physikalischen GréBenart, deren
MafBzahlen die Funktionswerte f(x;,x,,...,x,) sind. Falls die beiden vorstehen-
den Gleichungen erfiillt sind, bezeichnet man Gleichung (1.-11) als eine dimen-
sionshomogene Gleichung.

Allgemeiner kann formuliert werden: Eine Gleichung
f(x),%9,...,%,) =8(x],%X9,...,%,) (1.-16)

heifit dimensionshomogene Gleichung, wenn f und g dimensionshomogene
Funktionen sind und wenn

[f(x1,%9,...,0,)] =[8(x1,%9,...,%,)] (1.-17)

1st. Diese Gleichung bedeutet, dass der in der Definitionsgleichung (1.-14) heraus-
tretende Umrechnungsfaktor afl af,’;" bei den Funktionen f und g tiberein-
stimmt, oder physikalisch, dass die Funktionswerte f(x;,x,,...,x,) und g(x;,x5,

10



...,X,) Malizahlen von physikalischen Grof3en gleicher Dimension im zugrunde-
liegenden {M,,M,,...,M, } - System sind.

Nach Vorstehendem ist die Eigenschaft der Dimensionshomogenitéit eine Ei-
genschaft der Zahlenwerte einer Funktion, wenn diese die Mal3zahlen einer phy-
sikalischen GroB3enart sein sollen, bzw. einer Gleichung, wenn diese eine fiir alle
Wahlen der Grundeinheiten giiltige Gleichung zwischen Maflzahlen physikali-
scher GroBenarten sein soll.

Im letzteren Fall spricht man von einer "physikalischen Gleichung". Diese ist
das Aquivalent zu der im deutschen Sprachraum gebriuchlichen "GréBenglei-
chung", die eine Gleichung zwischen den physikalischen Gréf3en selbst darstellt.
Unter der Voraussetzung von kohérenten Einheiten sind die Formelschreibwei-
sen, die zu den beiden verschiedenen Gleichungsauffassungen gehéren, nicht von-
einander zu unterscheiden.

Physikalische Gleichungen bieten infolge ihrer Eigenschaft der Dimensionshomo-
genitat die Moglichkeit der sogenannten ,,Dimensionsprobe®: Eine physikalische
Gleichung ist dann korrekt, d. h. dimensionshomogen formuliert, wenn auf beiden
Seiten des Gleichheitszeichens Grofien bzw. Ausdriicke mit denselben Dimensio-
nen stehen. Dabei ist es durch das Einfithren einer geeigneten ,Dimensions-
konstanten® stets moglich, die Eigenschaft der Dimensionshomogenitiat herzu-
stellen.

Im Hinblick auf das Rechnen mit den Maf3zahlen von physikalischen GréBen lasst
sich zeigen, dass die Produktverkniipfung, die Potenzierung, die Differentiation
und die Integration von dimensionshomogenen Funktionen stets wieder auf di-
mensionshomogene Funktionen fiihren.

1.3 Das pi-Theorem

Fur die im vorhergehenden Kapitel behandelten physikalischen Gleichungen gilt
nach dem sogenannten (mehrfach bewiesenen) pi-Theorem, dem Hauptsatz der
Dimensionstheorie, der folgende Sachverhalt:

Jede physikalische, d. h. dimensionshomogene Gleichung

y=[f(x],%q,...,%,) (1.-18)
oder gleichbedeutend

8(x;,%9,...,%,,%,.1)=0 mit x,. =Yy (1.-19)

ist dquivalent einer Gleichung

G151, ... ,11,) =0, (1.-20)
wobei die IL;,IL, , ..., Hq dimensionslose Potenzprodukte der MalBzahlen x;,
X9, ... , X,,1 sind. Fir die Anzahl g der dimensionslosen Potenzprodukte gilt

g=n+l-r. (1.-21)
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Hierin ist r der Rang (die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten- bzw.
Zeilenvektoren) der sogenannten Dimensionsmatrix. Diese ist aus den Dimen-
sionsexponenten der n+1 physikalischen Gréflen mit den MalBzahlen x; in Glei-
chung (1.-19), bezogen auf das zugehérige M, M, ... M,, - System, zu bilden.

Die Zahlen «;; der Dimensionsmatrix werden oftmals ausfiihrlicher durch das
Schema einer ,,Dimensionstafel” (siehe Bild 1.2) angeschrieben, in dem am oberen
Rand vermerkt ist, zu welchen Grundgré3en die Zahlen der einzelnen Spalten
gehoren, wihrend am linken Rand die Maf3zahlen derjenigen physikalischen Gro-
Ben angegeben sind, denen die Zahlen der Zeilen (als Exponenten von deren Di-
mensionsformeln) zugeordnet sind.

AlM, M, - M
%1 %2 7 Yy
o | G211 Yoo 0 Gy
xn anl an2 anm
Yor1| Cnrtl Tnvr2 " Y

Bild 1.2: Dimensionstafel (mit Dimensionsmatrix (ai]- )) zu Gleichung (1.-19)

Die dimensionslosen Potenzprodukte Hl,HQ,...,Hq in Gleichung (1.-20) bilden
ein sogenanntes ,Fundamentalsystem® derart, dass es ein System von strukturell
unabhingigen Potenzprodukten ist, und dass jedes beliebige (nicht in diesem Sys-
tem enthaltene) Potenzprodukt II, der xy,...,x,,; sich als Potenzprodukt der
I1,,.. .,Hq darstellen lasst.

Die mit den Gleichungen (1.-19) und (1.-20) getroffene Aquivalenzaussage darf
auch umgekehrt werden: Jede Gleichung zwischen den Maf3zahlen von physika-
lischen Gréf3en, die sich in der Form (1.-20) darstellen lasst, ist eine korrekte phy-
sikalische Gleichung.

Die Aquivalenzaussage des pi-Theorems fithrt bei der Anwendung in der physi-
kalisch-technischen Forschung zu zwei historisch gewachsenen Ausdeutungen.

Erstens - Die Moglichkeit des Uberganges von der physikalischen Gleichung
(1.-18) bzw. (1.-19) auf die dimensionslose Darstellung (1.-20) impliziert, dass je-
der nicht dimensionslos formulierte mathematische Zusammenhang zwischen
den Malzahlen physikalischer GroBen grundsétzlich reduzibel ist, oder etwas an-
ders ausgedriickt: Fiir einen physikalischen Vorgang sind nicht sdmtliche dimen-
sionsbehafteten Einflussvariablen einzeln maf3geblich, sondern nur bestimmte di-
mensionslose Kombinationen dieser Variablen. Dies ist insbesondere dort von
Nutzen, wo es gilt, einen unbekannten komplexen physikalischen Sachverhalt
durch theoretisch-experimentelle Arbeiten oder eher noch durch das Experiment
allein zu erforschen, und bei dem man lediglich in der Lage ist, die problemrele-
vanten physikalischen Gréf3en mit einem gewissen Grad an Sicherheit zu benen-
nen. Dann ist es stets moglich, durch eine sogenannte Dimensionsanalyse zu
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einem Fundamentalsystem von dimensionslosen Potenzprodukten II; iiberzuge-
hen und somit wegen der Aussage der Gleichung (1.-21) zu einer verringerten An-
zahl von Variablen zu gelangen. Zur Durchfithrung der Dimensionsanalyse sind
nur einige einfache algebraische Operationen erforderlich. Das jeweils vorlie-
gende Problem kann auf diese Weise erheblich an Ubersichtlichkeit gewinnen und
der zu seiner Durchdringung erforderliche theoretische bzw. experimentelle Auf-
wand wird haufig deutlich reduziert.

Zweitens - Jeder Satz der Mafizahlen x; in Gleichung (1.-19) reprisentiert eine
ganz bestimmte Realisierung des physikalischen Sachverhaltes, der durch diese
Gleichung beschrieben wird; demgegentiiber sind einem Wertesatz der zugehori-
gen dimensionslosen Potenzprodukte in Gleichung (1.-20) definitionsgem&l} im-
mer unendlich viele verschiedene Realisierungsmoglichkeiten zugeordnet. Diese
Eigenschaft der dimensionslosen Darstellungen liefert die Grundlage fiir die Ahn-
lichkeitstheorie und fiir das Modellversuchswesen: Es ist grundséatzlich méglich,
physikalische Sachverhalte an einer nach gewissen Gesichtspunkten ausgewahl-
ten Realisierung oder aber auch an einem Modell, d. h. an einer speziell herge-
stellten Realisierung zu erforschen und dann die Ergebnisse auf eine andere even-
tuell noch gar nicht existierende Realisierung zu tibertragen. Man spricht in sol-
chen Fillen von einer Ahnlichkeits- oder Modelliibertragung. Verschiedene Rea-
lisierungen eines physikalischen Sachverhaltes heillen exakt dhnlich, wenn die
Zahlenwerte aller problemrelevanten Dimensionslosen libereinstimmen, bzw.
partiell 4hnlich, wenn die zahlenmé#Bige Ubereinstimmung nur fiir einen Teil der
Dimensionslosen gegeben ist.

Je nach Anwendungsgebiet werden in der theoretisch-experimentellen Forschung
die beiden oben skizzierten Ausdeutungsgesichtspunkte weitgehend getrennt ver-
folgt oder aber auch so eng miteinander verkniipft, dass die zentrale Bedeutung
der einen Aquivalenzaussage des pi-Theorems unmittelbar durchscheint. Um die-
sen Blick nicht zu verstellen, sollte die Verschiedenartigkeit der beiden klassi-
schen Ausdeutungsmoglichkeiten des pi-Theorems nicht zu sehr betont werden.

Manchmal findet man in der Literatur die Feststellung, dass ein in dimensions-
loser Darstellung gegebenes oder ein aus einer solchen Darstellung abgeleitetes
Gesetz ein Ahnlichkeitsgesetz sei, mit der Ahnlichkeitstheorie in Einklang stehe
oder aus der Ahnlichkeitstheorie abgeleitet sei. Solche Formulierungen sind zu-
mindest ungliicklich, denn nach dem pi-Theorem ist jede physikalische Gleichung
— ungeachtet auch einer eventuell bestehenden besonderen Komplexitat des be-
treffenden physikalisch-technischen Sachverhaltes — in dimensionsloser Form
darstellbar.

Behauptete Gleichungen zwischen physikalischen Gréf3en, die erst nach der Ein-
fiihrung von nicht niaher erklarten Dimensionskonstanten in eine dimensionslose
Form tberfiihrt werden konnen, sollten nur nach kritischer Diskussion des Be-
deutungsinhaltes dieser Konstanten angewendet werden. Besonders bei experi-
mentell ermittelten Gleichungen bergen Dimensionskonstanten, die vom Urheber
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nicht ausdriicklich erldutert werden, die Gefahr, dass die ndheren Versuchsrand-
bedingungen in einer vom Experimentator nicht beabsichtigten und nicht kon-
trollierten Weise in die Gleichungsformulierung eingegangen sind. Solche Glei-
chungen haben in der Regel nur einen sehr engen Giltigkeitsbereich.
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2 ANWENDUNGSGESICHTSPUNKTE ZUR DIMENSIONSANALYSE

In direkter Ankniipfung an die Aussage des pi-Theorems (vergl. Kap. 1.1) wird
hier unter dem Begriff ,Dimensionsanalyse* der beziiglich eines gewahlten
GrundgréBensystems mit einer geeigneten Kalkiiltechnik vorgenommene Uber-
gang verstanden, von einem dimensionshomogenen Funktionszusammenhang

y=f(x],%9,...,%,) (2.-1)

oder gleichbedeutend

8(x;,%9,...,%,,1)=0 mit x, =y (2.-2)
zwischen den MalBzahlen von n physikalischen Gréf3en auf einen dquivalenten
Zusammenhang

G(HI,HZ,...,Hq)=0 ,q=n+1-r (2.-3)

zwischen einer verringerten Anzahl von dimensionslosen Potenzprodukten der
Mabzahlen x;. Hierin bezeichnet r den Rang der weiter vorn erlduterten Dimen-
sionsmatrix. Da die dimensionslosen Potenzprodukte II,,II, , ..., Hq ein soge-
nanntes ,,Fundamentalsystem® bilden (vergl. Kap. 1.1), konnen die zunéchst er-
haltenen dimensionslosen Potenzprodukte nachtrdglich (bei unverianderter An-
zahl) durch Potenzproduktbildung untereinander umgeformt werden.

In dem hier gegebenen Zusammenhang geht es stets um funktionale Abhéngig-
keiten zwischen den Mafzahlen3 von physikalischen Grofen. Der Kiirze des
sprachlichen Ausdrucks halber und dem allgemeinen Sprachgebrauch entspre-
chend wird jedoch im Folgenden stets von Gréfien gesprochen, wobei aber in aller
Regel die allgemeinen Mal3zahlen derselben gemeint sind. Dasselbe gilt hinsicht-
lich der verwendeten Formelsymbole. So bedeutet z. B. das Formelsymbol p die

MafBzahl des Druckes.

2.1 Zur Ermittlung der Einflussgrof3en bei
physikalisch/technischen Sachverhalten

Bei der theoretisch-experimentellen Erforschung von physikalisch/technischen
Sachverhalten kommt es in besonderer Weise auf die Identifizierung der problem-
relevanten EinflussgréBBen und der involvierten physikalischen Grundgesetze an.
Zu Beginn eines eventuell langer angelegten Forschungsprojektes fehlt aber oft-
mals noch die hierzu erforderliche physikalische Einsicht in das betreffende Prob-
lem. Um diesen Mangel zu beheben, ist alles verflighare Erfahrungsmaterial ein-
gehend zu sichten; aullerdem kann es niitzlich sein, gewisse Teilaspekte des Prob-
lems mit Hilfe von idealisierten Modellvorstellungen theoretisch zu diskutieren,
um dann aus den grundlegenden physikalischen Gleichungen wichtige Einfluss-
grof3en abzulesen. Zu diesen zdhlen auch dimensionsbehaftete Konstanten, wie z.

3 Wenn das Operieren mit MaBzahlen gewohnungsbediirftig erscheint, mége man daran denken,
dass ein Computer bei der Ausfithrung von physikalisch- technischen Rechenprogrammen im-
mer mit den Malizahlen von physikalischen GréBen arbeitet.
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B. die Erdbeschleunigung oder die allgemeine Gaskonstante. So gelangt man zu
einem eventuell nur vorliufigen Einflussgrolenzusammenhang entsprechend
Gleichung (2.-1), in dem eine spezielle GroBe y, fiir die man sich interessiert (Ziel-
grof3e), in Abhingigkeit einer Reihe von erkannten bzw. vermuteten Einflussgro-
Ben x; aufgefiihrt ist. Im Allgemeinen wird ein Problem die Formulierung von
mehreren parallelen EinflussgrofBenzusammenhéngen erfordern. Im Verlauf sol-
cher Arbeiten empfiehlt es sich, einen in Betracht gezogenen Einflussgréf3enzu-
sammenhang durch eine probeweise durchgefithrte Dimensionsanalyse in einem
geeignet gewihlten GrundgréBensystem auf seine physikalische Konsistenz hin
zu Uberpriifen (siehe Kap. 2.2). Die weitere Uberpriiffung und ggf. Korrektur er-
folgen sodann im Wechselspiel mit der experimentellen Untersuchung.

Grundséatzlich wird man bei der oben skizzierten Vorgehensweise bestrebt sein,
zum Zwecke einer Vereinfachung des Problems die Anzahl der zu berticksichti-
genden Einflussgroflen so klein wie moglich zu halten, d. h. GréBen von gering
erachtetem Einfluss zu streichen. Jede Streichung einer GroBle impliziert aller-
dings eine Idealisierung des Problems, und unausweichlich wird Schritt fur
Schritt der Ubergang zu einer Modellvorstellung vollzogen, mit der Folge, dass
der letztlich aus der Dimensionsanalyse resultierende Satz von Dimensionslosen
das reale Problem nur noch approximativ zu beschreiben vermag. In vielen An-
wendungsfillen ist aber auch mit einem solchen Ergebnis schon viel gewonnen.

Eine getroffene Wahl von Einflussgréf3en ist dann ,,richtig®, wenn der zur theore-
tisch-experimentellen Erforschung eines Problems erforderliche Aufwand mini-
miert wird, ohne dass dabei durch Ubervereinfachung diejenigen charakteristi-
schen Ziige des Problems, fiir die man sich vordringlich interessiert, zerstort wer-
den.

2.2 Gewinnung von dimensionslosen Potenzprodukten der
Einflussgrofen

Wenn fiir ein konkretes technisch-physikalisches Problem ein Satz von problem-
relevanten Einflussgroflen entsprechend Gleichung (2.-1) vorgelegt ist, 1dsst sich
in einem festzulegenden GrundgroBensystem die dem Problem zugehérige Di-
mensionstafel mit inkludierter Dimensionsmatrix geméal} Bild 1.2 aufstellen. An-
schlieBend kann eine Dimensionsanalyse, d. h. der Ubergang zu einem Satz von
dimensionslosen Potenzprodukten relativ leicht vollzogen werden; hierzu braucht
man nur eine der in der Literatur zu findenden Kalkiltechniken anzuwenden. In
Kap. 3.1 wird eine einfache Technik zur schrittweisen Eliminierung der Spalten
der Dimensionsmatrix nach /3/ vorgefiihrt. Diese Technik beinhaltet auch die im
vorstehenden Kapitel angesprochene Konsistenzpriifung der Einflussgréof3enliste.
Die bei der schrittweisen Spalteneliminierung durchlaufenen transformierten Di-
mensionsmatrizen miissen immer mindestens zweil rangbestimmende Zeilen auf-
weilsen, oder anders ausgedriickt, es darf niemals moglich sein, die Spaltenvekto-
ren einer der Matrizen durch eine Linearkombination so zu verbinden, dass eine
Spalte mit nur einer einzigen Eintragung entsteht. Wenn diese Forderung nicht
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erfullt ist, kann die Dimensionsanalyse nicht ausgefiihrt bzw. nicht abgeschlossen
werden, d. h. es existiert zu dem vorgelegten Einflussgréolenzusammenhang kein
aquivalenter Zusammenhang zwischen dimensionslosen Potenzprodukten. Im
Umkehrschluss des pi-Theorems bedeutet dies, dass der vorgelegte Einflussgro-
Benzusammenhang keine — wie das zu fordern ist — dimensionshomogene (physi-
kalische) Gleichung darstellt (vergl. Kap. 1.3).

Zur Korrektur des EinflussgroBBenzusammenhanges ist diejenige Einflussgrofe,
die als einzige in einer der Spalten der transformierten Dimensionsmatrix einen
Eintrag verursacht, als notwendig problemirrelevant zu streichen, oder man muss
bei einer Uberarbeitung der Liste der EinflussgréBen mindestens eine weitere
GroBe aufnehmen, die dann die Konsistenz herstellt. Grundsatzlich kann man an
dieser Stelle auch einfach eine Systemkonstante einfithren, mit einer zugewiese-
nen Dimension, wie sie zur Herstellung der Konsistenz benotigt wird. Wenn diese
Konstante nicht plausibel erklart werden kann, ist ein solcher Schritt allerdings
fragwiirdig und der Behandlung des betreffenden Problems wenig forderlich.

Mitunter benétigt man zur Bildung der dimensionslosen Potenzprodukte gar
keine formale Kalkiiltechnik: Wenn z. B. die fiir ein Problem als kennzeichnend
erachteten algebraischen und/oder Differentialgleichungen bekannt sind, so wer-
den die gesuchten Dimensionslosen bereits bei der physikalischen Diskussion des
jeweiligen Problems evident. Doch selbst dann kann es ratsam sein, einen bereits
gefundenen Satz von Dimensionslosen durch die Anwendung einer geeigneten
Kalkiiltechnik nochmals zu tiberprifen.

Die Anzahl der bei einer Dimensionsanalyse zu gewinnenden dimensionslosen
Potenzprodukte ist nach dem pi-Theorem (vergl. Kap. 1.3) durch die Anzahl der
Einflussgréfen und durch den Rang der Dimensionsmatrix festgelegt; dagegen
hangt die Struktur der zunéchst erhaltenen Dimensionslosen von der mehr oder
weniger zufiallig gewédhlten Verfahrensweise bei der Ermittlung ab. Nun bilden
aber, wie weiter vorn ausgefiihrt, die dimensionslosen Potenzprodukte grundsatz-
lich ein Fundamentalsystem; deshalb ist es immer moglich, durch nachtrdagliche
Potenzproduktbildung unter den gefundenen dimensionslosen Potenzprodukten
zu anderen Potenzprodukten zu gelangen, d. h. der zunéchst gewonnene Satz von
Dimensionslosen kann (ohne Anderung der Anzahl derselben) nach allgemeinen
oder problemspezifischen Gesichtspunkten umgestaltet werden.

In diesem Zusammenhang wird oftmals die Forderung erhoben, dass die Dimen-
sionslosen auf moglichst einfache Weise physikalisch zu interpretieren sind. Zu
diesem Zweck strebt man dann — allerdings nicht immer ganz gliicklich — solche
Dimensionslosen an, die von ihrer Struktur her klassischen Kennzahlen entspre-
chen, wie z. B. der Reynolds-, Prandl-, Mach- oder Nusseltzahl.

Ein weiterer allgemeiner Gestaltungsgesichtspunkt besteht darin /3/, dass man
versucht, die dimensionslosen Potenzprodukte so zu strukturieren, dass einer-
seits Dimensionslose mit sehr hohem Einflussgewicht und andererseits Dimensi-
onslose mit nur relativ geringem Einflussgewicht entstehen. Gelingt dies, dann
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kann der betreffende physikalische Sachverhalt in seinen wesentlichen Ziigen mit
einer verringerten Anzahl von essentiellen Dimensionslosen beschrieben werden;
die restlichen Dimensionslosen haben dann nur noch sekundéare Bedeutung und
sind eventuell unter gewissen Randbedingungen sogar ganz zu vernachlissigen.
Hierzu ist allerdings zu bemerken, dass das Einflussgewicht von Dimensionslosen
in der Regel nur dann sicher beurteilt werden kann, wenn bereits experimentelle
Ergebnisse zur Verfiigung stehen.

Die dimensionslose Beschreibung von technisch-physikalischen Sachverhalten ist
invariant gegeniiber jedem Wechsel des GrundgréBensystems. Dennoch kann es
vorteilhaft sein, die dimensionsanalytische Diskussion eines bestimmten physi-
kalischen Problems vor dem Hintergrund von verschiedenen Grundgrofensyste-
men durchzufiihren. Bei einem Wechsel zu einem Grundgréensystem mit einer
grofleren Anzahl von GrundgréBenarten kommt es ndmlich mitunter vor, dass
sich der Rang der Dimensionsmatrix erhéht, ohne dass die Anzahl der problem-
relevanten Einflussgroflen vermehrt werden muss. Dann fiithrt die Dimensions-
analyse in dem neuen GrundgroBBensystem zu einer verringerten Anzahl von Di-
mensionslosen und somit zu einer rationelleren Beschreibung des jeweiligen
Sachverhaltes.

Auf solche gliicklichen Falle wird man allerdings bei der Behandlung von physi-
kalisch-technischen Problemstellungen — ausgehend von dem haufig verwendeten
{M(Masse), L(Lange),T(Zeit), @(Temperatur)}- System oder einer Unteraus-
wahl desselben — nur selten stollen, denn: Mit jeder Vermehrung der Anzahl der
GrundgrofBenarten um Eins muss damit gerechnet werden, dass eine neue Dimen-
sionskonstante ins Spiel kommt, die im Allgemeinen auch in das betreffende Prob-
lem eingeht und die deshalb die Anzahl der Einflussgréfen ebenfalls um Eins
erhoht. So miisste, wenn z. B. zu dem vorgenannten GrundgroBensystem die
Wirme @ als Grundgroflenart hinzugenommen wirde, das mechanische Warme-
daquivalent als Einflussgrof3e berticksichtigt werden. Bei solcher Sachlage eréffnet
der Ubergang zu einem GrundgréBensystem mit einer gréBeren Anzahl von
GrundgroBBenarten keine Aussicht auf eine Verminderung der dimensionslosen
GréBen. Die oben erwédhnte glinstige Situation tritt nur im speziellen auf, wenn
man infolge ausreichender physikalischer Einsicht in ein anstehendes Problem
entscheiden kann, dass eine in Betracht kommende Dimensionskonstante prob-
lemirrelevant ist und deshalb unberiicksichtigt bleiben kann.

2.3 Berucksichtigung veranderlicher Stoffgrof3en

Die in einen physikalischen Sachverhalt eingehenden Stoffgréf3en, wie z. B. die
Wirmeleitfahigkeit oder die Viskositét, sind — sofern sie als konstant angesehen
werden konnen — als dimensionsbehaftete Stoffkonstanten in die Liste der Ein-
flussgréBen aufzunehmen. Bei dem Ubergang auf einen Satz von dimensionslosen
GroBen und bei der Ermittlung von Beziehungen zwischen diesen Groéflen sind
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keine Komplikationen zu erwarten, die in besonderer Weise auf die Stoffgrofien
zurickzufiihren wéaren.

Das kann sich aber dndern, wenn fir eine Stoffgro3e s eine Abhéngigkeit s(p)
von einer anderen Zustandsvariablen p beriicksichtigt werden muss4, z. B. die Ab-
héangigkeit der dynamischen Viskositét einer Fliissigkeit von der Temperatur. Die
hier ins Spiel kommenden Stofffunktionen sind im Allgemeinen von der Form

s=f(p,c,cq,...C,) (2.-4)

wobei die ¢; Zahlenwerte von dimensionsbehafteten Stoffkonstanten bezeichnen,
die bestimmten theoretischen Vorstellungen entsprechen oder rein phdnomenolo-
gischer Natur sind. Gegeniiber dem Fall der konstanten StoffgréBBen miissen jetzt
zusatzliche geeignet gewdhlte Bestimmungselemente der Stofffunktion in die
Liste der Einflussgrofen (2.-1) aufgenommen werden. Dadurch erhoht sich
zwangslaufig auch die Anzahl der Dimensionslosen, die dem jeweiligen physika-
lischen Problem zuzuordnen sind. Aullerdem wird die mathematische Struktur
der Beziehungen zwischen den Dimensionslosen noch durch die Stofffunktion
selbst beeinflusst.

Die Festlegung der kennzeichnenden Bestimmungselemente einer Stofffunktion
erfolgt zweckmalBig anhand ihrer dimensionslosen Formulierung. In den Anwen-
dungen hat man es nun sehr hiufig mit empirisch ermittelten Stofffunktionen zu
tun, die zur bequemen Handhabung durch geeignete Funktionsansitze approxi-
miert werden. Solche Stofffunktionen kénnen auf vielfache Weise in eine dimen-
sionslose Darstellung tiberfithrt werden. Nach Pawlowski /2/ ist eine der wichtigs-
ten der hier in Betracht kommenden Methoden folgendermafen zu kennzeichnen:
Innerhalb des Definitionsbereiches der Funktion s(p) in Gleichung (2.-4) wird
ein Wert p* als Bezugspunkt ausgewé#hlt. Unter Verwendung des Stofffunktions-
wertes s(p™) und der Ableitung ds/Jp an der Stelle p* l4sst sich dann tiber die
Transformationsbeziehungen

u:[lﬁ} (p—p*) und w= 5 (2.-5)
P Jp+ s(p™)
eine dimensionslose Darstellung der Stofffunktion s(p)

w=ao(u) (2.-6)

gewinnen, die den Normierungsbedingungen @(0) =®'(0) =1 gentgt.

Diese Darstellung, die Pawlowski /2/ als Standarddarstellung der Stofffunktion
s(p) bezeichnet, liefert die Stofffunktionsparameter, die in die Liste der Einfluss-
groflen aufzunehmen sind. Hierunter fallt im allgemeinen auch der Bezugspunkt
p*, dessen Wahl natiirlich nicht die Funktion s(p), wohl aber die @ -Funktion in
Gleichung (2.-6) beeinflusst.

Pawlowski /2/ zeigt nun, dass es spezielle Funktionen

4 Die folgenden Ausfithrungen basieren auf den ausfiihrlichen Darstellungen von Pawlowski /2/
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s=s(p) = {(Cl Fep) 2.-7)
c; exp(cy p)

mit beliebigen Konstanten ¢, ¢, gibt, die durch die Transformationsbeziehungen
(2.-5) 1in bezugsinvariante Standarddarstellungen

S 1+ &
TN c;/cy +p* (2.-8)
s(p”) «
exp| ¢, (p-p*) |
ibergehen, die von der Wahl des Bezugspunktes p* unabhéngig sind.

In vielen Fillen gelingt es, empirisch ermittelte Stofffunktionen durch die Funk-
tionen (2.-7) befriedigend zu approximieren.

Die bezugsinvariante Darstellung bietet Vorteile:

Erstens - Der Bezugspunkt p* ist problemirrelevant und braucht deshalb nicht
in die Liste der Einflussgrof3en des jeweils betreffenden physikalischen Problems
aufgenommen zu werden. Soweit es allein um die Stoffwertbeschreibung geht, er-
ubrigt sich damit die Absolutfixierung der Zustandsvariablen p, die sonst tiber die
Einfiihrung eines geeigneten prozessbedingten Wertes p, in die Liste der Ein-
flussgroflen vorgenommen werden miisste.

Zweitens - Der problemirrelevante Bezugspunkt kann willkiirlich und deshalb —
falls es sich bei der Beschreibung eines bestimmten technisch-physikalischen
Sachverhaltes als vorteilhaft erweisen sollte — auch uneingeschriankt prozessbe-
zogen gewahlt werden. So kann man z. B. bei der Behandlung eines Warmetiber-
gangsprozesses mit temperaturabhingiger Viskositédt eine charakteristische
Wandtemperatur oder eine andere prozessrelevante Temperatur als Bezugstem-
peratur fiir die Viskositéat einfiihren, ohne dass die Giiltigkeit einer etwa resultie-
renden dimensionslosen Beziehung auf bestimmte Werte dieser Temperatur be-
schrankt ware. Die bezugsinvariante Approximation fihrt oftmals gegeniiber an-
deren Stofffunktionsapproximationen zu einer kleineren Anzahl von Dimensions-
losen.

Nach Vorstehendem liest man aus den Standarddarstellungen (2.-8) die kenn-
zeichnenden Bestimmungselemente
s(p*), ¢;/cy, und y  bzw. s(p*) und c, (2.-9)

ab, die im Falle einer bezugsinvarianten Stoffwertapproximation in eine Einfluss-
grof3enliste aufzunehmen wéiren.

2.4 Funktionsansatze fur dimensionslose Beziehungen

In den ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen lassen sich experimentell er-
mittelte Beziehungen zwischen dimensionslosen Gré3en oftmals mit Erfolg durch
Potenzproduktansitze der Form

20



MATIS . TI% . .T1% = konst (2.-10)

oder

(I +¢)™ ...(TT +¢;,)* ...(IT,, + ¢, )™ = konst (2.-11)
approximieren. Man denke z. B. an den bekannten von Nusselt eingefiihrten An-
satz

Nu = konst Re™ Pr"* | (2.-12)

der sich zur Beschreibung des stationdren Warmeiiberganges bei erzwungener
Konvektion bewahrt hat.

Dieser Sachverhalt steht aber in keinerlei formal-logischem Zusammenhang mit
den dimensionstheoretischen Grundlagen; die obigen Anséatze sind lediglich ap-
proximationstechnisch giinstig und aullerdem leicht zu handhaben. Wenn man
fir einen physikalischen Sachverhalt, etwa aus theoretischen Erwagungen her-
aus, eine bestimmte mathematische Struktur des beschreibenden dimensionslo-
sen Zusammenhanges vermuten kann, dann wird man dieses Wissen zur Aus-
wahl eines besonders geeigneten Approximationsansatzes nutzen und nicht auf
die o. g. Ansétze zuriickgreifen. Dabei kann man mit den Zahlenwerten der di-
mensionslosen GréBen in bekannter Weise mathematisch operieren, d. h. man
kann sie auch als Argument von mathematischen Funktionen (z. B. von Exponen-
tial- und trigonometrischen Funktionen) verwenden.

21



3 BEISPIELE ZUR DIMENSIONSANALYSE

In diesem Kapitel werden sowohl einfache als auch umfassendere Beispiele zur
Dimensionsanalyse behandelt, die insbesondere fiir Ingenieure die universelle
Anwendungsmoglichkeit dieser Methode verdeutlichen sollen. Dabei wird in der
Regel davon ausgegangen, dass bereits eine hinreichend vollstandige Liste von
Einflussgrofen fir den zu behandelnden technisch-physikalischen Sachverhalt
vorliegt.

3.1 Stationdre Rohrstromung

3.1.1 Stromungsform

Bei der stationdren Rohrstromung sind die laminare und die turbulente Stro-
mungsform zu unterscheiden (s. Bild 3.1), wobei sich die Bezeichnung ,stationar®
bei der Letzteren auf die (von lokalen Geschwindigkeitsschwankungen tiberla-
gerte) Grundgeschwindigkeit der Stromung bezieht.

laminar turbulent

i =
___"___§ R =
P \%4 { Eotaw

Bild 3.1: Stromungsformen bei voll ausgebildeter Rohrstromung

Zur Untersuchung der Bedingungen, unter denen die eine oder die andere Stro-
mungsform vorliegt, denke man sich einen Versuchsstand, auf dem hinreichend
lange Rohre mit unterschiedlichen Durchmessern mit ausgewéahlten Fluiden bei
frei einstellbaren Volumenstromen durchstromt werden kénnen. In jedem Ver-
suchslauf sei in einiger Entfernung vom Rohreinlaufbereich durch Beobachtung
feststellbar, ob die laminare oder die voll turbulente Stromungsform vorliegt. Die
zu diesem Gedankenexperiment zu erwartenden Versuchsergebnisse lassen sich
wie folgt skizzieren.

Erstens) In einer Versuchsserie mit verdnderlichem Volumenstrom V und sonst
konstanten Bedingungen lassen sich zwei charakteristische Grenzwerte V},,, und

Viurp €rmitteln, mit den Bedeutungen

V<V, | Die Stromung ist eindeutig laminar
Vv,

(3.-1)

urb ‘ Die Stromung ist eindeutig turbulent

Fir Volumenstrome zwischen diesen beiden Grenzwerten ist es in der Regel nicht
moglich, die Stromung wegen ihres fluktuierenden Charakters eindeutig einer
der beiden Kategorien zuzuordnen.

Zweitens) Bei Versuchen mit Rohren verschiedener Durchmesser und mit Fluiden
von unterschiedlicher Dichte und dynamischer Zahigkeit stellt man fest, dass sich
die Volumenstromgrenzwerte V,, und V, .5 verindern, d. h. es gelten Einfluss-
groflenzusammenhénge der Form
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Vigm=f'(p,1,d)
Vvturb = f"(PaU,d)

Vlam thurb Volumenstrom (unterer bzw. oberer Wert)

(3.-2)

0 Dichte
n Dynamische Viskositat
d Rohrdurchmesser

Fiir die zum Ubergang auf dimensionslose Zusammenhénge durchzufithrende Di-
mensionsanalyse wird zweckméBig ein {M,L,T}-System gewéhlt. Mit dem Volu-
menstromgrenzwert Vlam (mit Vturb ware analog zu verfahren) erhilt man zu-
néchst die in Bild 3.2 links stehende Dimensionstafel.

M L T @ |M L ® |M @ |

View | 0 8 =1| |Vigw/n|-1 4| |Vignind® [=1| |Vigmp/dn ]|

pl 1 -3 0 pl 1 -3 pd®| 1
n| 1 -1 4 d| 0 1
d] 0 1 0

Bild 3.2: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-2) und Spalteneliminierung

Die anschlielende Dimensionsanalyse wird hier (und analog bei allen weiteren
Beispielen) mit Hilfe der in /3/ demonstrierten schrittweisen Eliminierung der
Spalten der Dimensionsmatrix. vorgenommen.

In der T-Spalte der Tafel (1) (Bild 3.2) verursachen nur Vj,,, und 7 einen Ein-
trag, so dass die Kombination dieser beiden GroBen sofort zur Eliminierung der
T-Spalte und damit zur Tafel (2) fithrt. Durch Kombination der ersten beiden Zei-
len in dieser Tafel mit Potenzen von d wird die L-Spalte eliminiert, so dass nun
Tafel (3) mit nur zwei Eintriagen in der M-Spalte verbleibt. Die Eliminierung der
M-Spalte liefert schlieB3lich den dimensionslosen Zusammenhang

V, . V,
ZamP _ ponst' .und analog hierzu ZturbP _ ponst” (3.-3)
dn dn
Relam Returb

Die Anzahl der gefundenen Dimensionslosen (beide sind der Struktur nach Rey-
noldszahlen %) ist hier gleich der Anzahl der Einflussgro3en vermindert um die
der Grundgrofen (4-3=1). Das ist zwar haufig aber nicht immer so. Bei der in Bild
3.2 dargestellten Vorgehensweise zur Eliminierung der Spalten der Dimensions-
matrix braucht man sich jedoch nicht um die korrekte Anzahl der Dimensionslo-
sen zu sorgen, da diese von selbst gefunden wird.

5 Wegen V ~ wd? (w ist die mittlere Stromungsgeschwindigkeit) kénnte man auch in die gelaufi-
gere Form der Reynoldszahl Re = wdp/n umschreiben, wovon natiirlich der Wert der Kon-
stanten in Gleichung (3.-3) betroffen wire.
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Mit den vorstehend erhaltenen beiden Dimensionslosen lasst sich Gleichung
(3.-1) verallgemeinern in

Re<Re Die Stromung ist eindeutig laminar
lam

Re > Re Die Stromung ist eindeutig turbulent °
turb

Damit ist die Frage nach den Bedingungen, unter denen eine laminare oder eine
voll turbulente Rohrstromung vorliegt, in erster Ndherung beantwortet. Zur Be-
stimmung der beiden Konstanten in Gleichung (3.-3) reicht prinzipiell ein Ver-
suchslauf (Volumenstrom V variabel) mit einem Rohr (Durchmesser d) und ei-
nem Fluid (Dichte p, dynamische Viskositdt 7), bei dem die Volumenstrome
Viem und V,,p ermittelt werden.

Anmerkung: In unterschiedlichen Versuchseinrichtungen werden verschiedene
Werte Rey,,,, Re,,,, festgestellt, woraus zu schlieB3en ist, dass die Einflussgro-
Benliste (3.-2) nicht vollstdndig ist (so sind z. B. zufallige Geschwindigkeitssto-
rungen in der Zustromung zum Rohreinlauf unberiicksichtigt geblieben). Fir
Rohrstromungen unter technischen Bedingungen wird in der Literatur fiir Re,,,
haufig ein Wert von ungefdhr 2300 genannt. Angaben fiir Re,,,;, sind seltener
und unscharfer, sie liegen bei 3000 bzw. 3500 und héher.

3.1.2 Druckabfall in Stromungsrichtung

Bei der Rohrstromung (laminar oder turbulent) entsteht infolge der Scherstro-
mung in Wandnéahe generell ein Druckabfall Ap/Ax in Strémungsrichtung. In
Bild 3.3 sind die fiir den turbulenten Fall als wesentlich zu erachtenden Einfluss-
grof3en eingetragen.

[— Q, —»

Bild 3.3: Zum Druckverlust bei ausgebildeter turbulenter Rohrstromung

Hiernach gilt fiir den Druckgradienten Ap/Ax die nachstehende Einflussgrof3en-
liste

Aplax = f(V,d,k,n,p) . (3.-4)
Ap/Ax  Druckgradient in Stromungsrichtung
1% Volumenstrom
d Rohrdurchmesser
k Mittlere Wandrauigkeit
n Dynamische Viskositat
Yo, Dichte
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™ |M L T @ M L
AplAx | 1 -2 =2| |(Ap/ax)/n®|-1 0
Vio 3 -1 Vin | -1 4
dl 0 1 0 il o 1
El 0 1 0 slo 1
nl 1 -1 -1 ol 1 o3
pl 1 -3 0
©) M @
(AplAx)In® | -1 (AplAx)p d3in®
Vind* | -1 Vplind
kid| 0 kid
pd3 1

Bild 3.4: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-4) im {M,L,T} -System
und Eliminierung der Spaltenvektoren

Im {M,L,T}-System gehort hierzu die Dimensionstafel (1) in Bild 3.4. Nach Eli-
minierung der Spaltenvektoren erhalt man mit der Potenzproduktumwandlung

Ap/Axpd3 X(Vp]_z _ AplAx d°

(3.-5)
772 dn pv2
den dimensionslosen Zusammenhang
5 i
Ap/Axd :F(Vp,@ _ (3.-6)

Die Dimensionslose auf der linken Seite kann wegen V=wd?z/4 (w ist die mitt-
lere Stromungsgeschwindigkeit) umgeschrieben werden in

Ap/AJ; d4 , (3.-7)
pw: 7

woraus kenntlich wird, dass es sich bei dieser Grof3e bis auf den Faktor 7/2 um
die aus der Stromungsmechanik bekannte dimensionslose Rohrreibungszahl

1= ZLA‘Zd (3.-8)
pw
handelt. Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer, die der Struktur
nach eine Reynoldszahl darstellt, kann analog in die bekanntere Form
_wdp
n

umgeschrieben werden.

Re (3.-9)
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Mit den beiden vorstehenden Umformungen geht der dimensionslose Zusammen-
hang in Gleichung (3.-6) in die gebrauchlichere allgemeine Form des sog. Rohrrei-
bungsgesetzes

A= G(Re,gj (3.-10)

uber. Fir diesen dimensionslosen Zusammenhang sind verschiedene experimen-
tell ermittelte Gleichungsformulierungen bekannt geworden, so z. B. das Gesetz
nach Colebrook

1 k18,7
—:1,74—21g(2—+ ’ j (3.-11)
Ja d Revi
fiir den Ubergangsbereich laminar-turbulent. Die graphische Darstellung dieser
Gleichungen (siehe z. B. Bild 3.5) bezeichnet man tiblicherweise als ,Moody-Dia-
gramm®,

0,10 | |
Relative
0.08 Wandrauigkeit |
< N kld=0,05
=
o]
> 0,06
%” — 0,02
5 0,04 '
& 510"
<=
& 0,02 A 4
’ 64N, 210
— s/ T ——
0 Re ol 1.10°°
102 103 10* 105 108 107 108
Reynoldszahl Re

Bild 3.5: Rohrreibungsgesetz nach Colebrook
Zurickkehrend zur Gleichung (3.-6) kann diese mit der Potenzproduktwandlung

AplAx d° 5 Vp _ AplAx d*

) (3.-12)
pV? dn nVv
in die gleichwertige Form
4 :
M:F* (ﬁ,ﬁj (3.-13)
nVv dn d

umgeschrieben werden, die fiir verschwindende Werte der Argumentvariablen in

das bekannte laminare Rohrreibungsgesetz nach Hagen-Poiseuille iibergeht,
4
M = konst , (3.-14)

nVv
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mit einer zunichst unbekannten Konstante.

Dieser sehr einfache Grenzfall, der einer ungestorten laminaren Stromung im
glatten Rohr entspricht, lasst sich auch analytisch behandeln. Dabei ergibt sich
die o. g. Konstante rechnerisch zu 128/ z. Das vollstiandige Gesetz nach Hagen-
Poiseuille lautet folglich

Ap/Ax d* 128
nV T

(3.-15)

Im stromungstechnischen Schrifttum wird diese Gleichung mit V=d?(z/4)w
und durch eine (im Prinzip belanglose und deshalb fragwiirdige) Division der lin-
ken und der rechten Seite mit 2Re =2wdp/n umgeschrieben in die Form

_ 64
“Ro
die nun, analog zum turbulenten Fall, auch fiir den laminaren Fall eine Rohrrei-
bungszahl in Abhéangigkeit der Reynoldszahl ausweist. Dementsprechend wird
diese Gleichung hiufig in Moody-Diagrammen zusammen mit Rohrreibungsge-
setzen fiir den turbulenten Fall graphisch dargestellt (so wie in Bild 3.5 demons-
triert). Die Gleichung (3.-16) erweckt allerdings nur infolge ihrer fragwiirdigen
Entstehung den Anschein, dass der Druckverlust bei laminarer Stromung von der
Reynoldszahl abhéingig ist, was mit Blick auf die Ausgangsgleichung (3.-15) tat-
sachlich nicht der Fall ist (die Dichte kommt in dieser Gleichung nicht vor). So
gesehen stellt die (zwar mathematisch korrekte) Gleichung (3.-16) gewisserma-
Ben eine Verfalschung des Gesetzes nach Hagen-Poiseuille dar.

A (3.-16)

Das vorstehend behandelte Rohrreibungsgesetz nach Hagen-Poiseuille wurde als
Grenzfall ,turbulenzfreie Stromung im glatten Rohr* aus Gleichung (3.-13) gefol-
gert. Dieses Gesetz lasst sich auch auf einem anderen Wege gewinnen, der als ein
Beispiel dafiir dienen moge, dass es manchmal niitzlich sein kann, ein Problem
vor dem Hintergrund von verschiedenen Grundgréflensystemen zu untersuchen.

Die EinflussgroBenliste (3.-4) wird zunéchst fiir den Fall des glatten Rohres durch
Streichung der mittleren Wandrauigkeit modifiziert in

Fir diese EinflussgroBenliste wird nachfolgend eine Dimensionsanalyse in einem
{F,M,L,T} -System durchgefiihrt, in dem neben der Masse auch die Kraft als
GrundgrofBe verwendet wird. Die nun um eins groflere Anzahl der Grundgrofen
mag die Aussicht auf eine entsprechend um eins kleinere Anzahl der gesuchten
Dimensionslosen eréffnen. Dabei ist allerdings zu bericksichtigen, dass Masse
und Kraft tiber das Newton'sche Grundgesetz verbunden sind, das jetzt in der
Form F=malg, geschrieben werden muss. Die hierin auftretende Dimensions-
konstante g, mit der Dimension [g,]= MLT *F' ist im {F,M,L,T} -System
grundsatzlich als EinflussgréBBe in Gleichung (3.-17) zu beriicksichtigen. Neben
der Anzahl der Grundgrofen nimmt also auch die Anzahl der Einflussgréf3en um

27



eins zu, wodurch die Hoffnung auf eine kleinere Anzahl von Dimensionslosen ent-
fallt. Etwas anderes gilt nur dann, wenn man durch physikalische Uberlegung
entscheiden kann, dass die Konstante g, problemirrelevant ist.

Letzteres ist hier tatsdchlich der Fall. Die Stromung nach Hagen-Poiseuille ist
namlich als laminare Stromung allein durch Druck- und Zahigkeitskrifte ge-
pragt, und nicht zusatzlich durch Tragheitskrafte. Deshalb ist das Newton'sche
Grundgesetz fiir diese Form der Stromung problemirrelevant. Folglich braucht
auch die in diesem Gesetz auftretende Dimensionskonstante g, nicht in die Ein-
flussgrofBenliste (3.-17) aufgenommen zu werden. Hiernach erh&lt man im
{F,M,L,T} -System die Dimensionstafel (1) in Bild 3.6.

@ |F M L T @ |F L ® |F
AplAx |1 0 =3 0 AplAx | 1 -3 Aplaxd® | 1
vio o0 3 -1 V| 1 1 Vnid| 1
dlo 0 1 0 dl o 1
n 1 ( -2 1 @
plo 3 0 AplAx d?
Vi

Bild 3.6: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-17) im {F,M,L,T} -System
und Eliminierung der Spaltenvektoren

Eine Inspektion der Dimensionsmatrix in (1) zeigt zunichst, dass die gewéhlte
EinflussgroBenliste nicht konsistent ist. In der M-Spalte wird ndmlich allein
durch die Dichte p ein Eintrag verursacht, sodass diese Spalte nicht eliminiert
werden kann (vergl. Kap. 2.2). Zur Herstellung der Konsistenz wird hier die
Dichte als problemirrelevant angesehen und deshalb aus der vorstehenden Di-
mensionstafel gestrichen. Die sukzessive Eliminierung der verkiirzten Spalten

fihrt dann auf die dimensionslose Beziehung
4
ApIAd ot (3.-18)

nVv

die mit der als Grenzfall erhaltenen Gleichung (3.-14) Gbereinstimmt, wodurch
auch die angenommene Problemirrelevanz der Dichte bestatigt wird..

3.1.3 Warmeubergang

Betrachtet wird der Warmeiibergang in einem Rohrabschnitt mit (im ersten
Schritt) ausgebildeter turbulenter Stromung zwischen dem Stromungsmedium
und der Rohrwand (s. Bild 3.7).

Mit den im Bild eingetragenen Einflussgrofen gilt fiir den mit der Rohrwand aus-
getauschten Warmestrom

Q = (AT, w,,, 1, p, A, ¢y, Ap,d, 1/d) . (3.-19)

28



Warmestrom
T Temperaturdifferenz AT = Tj,,— Ty,
Mittlere Stromungsgeschwindigkeit (w,,= 4V I1d%r)
Dynamische Viskositat

R SRR TR S NG

Dichte
Warmeleitfahigkeit
p Spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck
Ap Druckabfall tiber der Lénge [ infolge von Zahigkeitswirkungen
d Innerer Rohrdurchmesser
[ Lange des Rohrabschnitts

Anmerkungen: 1) Die Verwendung von AT anstelle von 7j,, und Ty, setzt
konstante Stoffwerte voraus, da sonst das Temperaturniveau fixiert werden muss
(vergl. Kap. 2.3). 2) In der EinflussgroBenliste wurde statt der Lange [ die offen-
sichtlich Dimensionslose //d eingetragen, die bei der Durchfiihrung der Dimen-
sionsanalyse nicht mehr beriicksichtigt werden muss.

Ton| MP 2w,

Bild 3.7: Warmetbergang bei ausgebildeter turbulenter Rohrstrémung

Die hier gegebene Rohrstromung ist mit einem Druckabfall tiber der Lange [ ver-
bunden (vergl. Kap. 3.1.2), d. h. mit der Dissipation von Druckarbeit. Deshalb
wird die Dimensionsanalyse in einem {M,L,T,0}-System durchgefiihrt (siehe
Bild 3.8). Die ebenfalls mogliche Dimensionsanalyse in einem {M,L,T,0,Q} -Sys-
tem brachte keinen Vorteil, weil dann das in diesem Fall problemrelevante me-
chanische Warmeéquivalent als zusétzliche Einflussgréf3e berticksichtigt werden
musste.

Unter Einschluss der offensichtlich Dimensionslosen [/ d erh&lt man als Ergeb-
nis der Dimensionsanalyse

_Q _p[AT% _n A b L (3.-20)
wnpd®  \ w, Wnpd ey pd w, pd

Durch Potenzproduktumwandlungen unter den gefundenen Dimensionslosen
lasst sich diese Beziehung umformen in

Qd _G(wmpd ¢, ¢, AT Apd i}

AATdrl ’

’ ’ ’ (3'21)
n A wk lwip d
A

m

wobei auf der linken Seite noch mit 1/7 multipliziert wurde, um die fiir die Bil-
dung der Warmeiibergangszahl bendétigte Rohrinnenflache zu erhalten. Hiernach
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handelt es sich bei der links vom Gleichheitszeichen stehenden Dimensionslosen
um eine etwas andere Formulierung der Nusseltzahl Nu=ad/A.

MM L T © @ |M L T 3 M L
Q1 -3 0 Q| 1 2 -3 Q/wd | 1 -1
AT| 0 0 0 1 ATc, | 0 2 -2 ATcp/wi 0 0
w, | 0 -1 0 w,| 0 1 -1 nfw, | 1 -2
n|l 1 -1 -1 o0 nl 1 -1 -1 ol 1 -3
pl 1 -3 0 O pl 1 -3 0 Meyw, | 1 -2
A1 1 -3 -1 ﬂ,/cp 1 -1 -1 Ap/LU?n 1 -3
c,| 02 -2 -1 Ap| 1 -1 -2 dl o 1
Ap| 1 -1 -2 dl 0 1 0
dl 0 1 0
@ |M ®
Qd/wgl 1 Q/wide
ATec,/ w | 0 ATec, /wff1
nd*lw, | 1 nlw,, pd
pd® | 1 Ale,w, pd
ldzlcpwm 1 Ap/w;{flp
Alr:n:i?’/uﬁL 1

Bild 3.8: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-19) und Eliminierung
der Spaltenvektoren

Die ersten beiden Dimensionslosen in der Argumentklammer der Gleichung
(3.-21) sind die Reynoldszahl Re und die Prandlzahl Pr. Die dritte Dimensions-
lose, die gemal} den ausfiihrlichen Ausfiihrungen in Kap. 3.3 mit der Dissipation
von kinetischer Stromungsenergie in Zusammenhang steht, diirfte hier keine
Rolle spielen, weil keine dissipative wirblige Stromung vorliegt. Die vierte Dimen-
sionslose ist die Rohrreibungszahl A5 (vergl. Kap. 3.1.2), die sich auf die hier ge-
gebene Dissipation von Druckarbeit bezieht.

Somit kann schlieBlich geschrieben werden
Nu=G(Re, Pr, Ap,10/d) . (3.-22)

Im Schrifttum findet man fir diese Beziehung z. B. den durch empirische Unter-
suchungen ermittelten Gleichungsansatz
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A
f(Re—lOOO) Pr

1+12,71//1§(Pr2/3—1)

Unter Verwendung des von Nusselt eingefiihrten Funktionsansatzes (vergl. Kap.
2.4) wurde auch die einfachere Formulierung

Nu =

(1+ (d/l)2/3) : (3.-23)

Nu = 0,024 Re? 786 py0-45 (1 +(d/ DY 3) (3.-24)

aufgestellt, die die Dissipation von Druckarbeit unberiicksichtigt 1asst.

Aus Gleichung (3.-22) lasst sich in wenigen Schritten ein dimensionsloser Zusam-
menhang fiir den Warmetiibergang im laminar durchstromten Rohr gewinnen. Zu-
néchst wird die Rohrreibungszahl Ay, die nur fir turbulente Stromungen defi-
niert ist (vergl. Kap. 3.1.2), durch eine dimensionstheoretisch gleichwertige etwas
anders formulierte dimensionslose Druckdifferenz ersetzt, die tiiber die Potenzpro-
duktumwandlung

Apd y w, pd Apd?

lw? p n lw,n

Ap xRe= (3.-25)
entsteht. Wenn man hierin noch die mittlere Stromungsgeschwindigkeit tiber
wm:V/ (d27z/4) durch den Volumenstrom ausdriickt, geht diese neue Dimensi-
onslose iiber in die Form (4pd?/1 Vn) z/4, die bis auf den Faktor z/4 tUberein-
stimmt mit der Dimensionslosen auf der linken Seite des Rohrreibungsgesetzes
nach Hagen-Poiseuille in Gleichung (3.-15). Gem&al} diesem Gesetz wird diese Di-
mensionslose bei laminarer Stromung zu einer Konstanten. Da dann auch die
Reynoldszahl ausscheidet (keine Tragheitskrafte), geht der dimensionslose Zu-
sammenhang nach Gleichung (3.-22) fiir den laminaren Fall Giber in

Nu,,,, =G'(Pr,1/d) . (3.-26)

Historische Anmerkung: Bei der vorstehend behandelten Rohrstromung erfolgt
die Warmeibertragung durch ,erzwungene Konvektion®, d. h. die mit der Rohr-
wand ausgetauschte Warme wird in Form von innerer Energie durch einen er-
zwungenen Stoffstrom zu- bzw. abgefiihrt. Frither nahm man an, dass der War-
metiibergang in Verbrennungsmotoren grundsatzlich nach demselben Mechanis-
mus abliuft. Deshalb haben verschiedene Autoren versucht, auf der Basis der
Gleichung (3.-24) eine Warmetlibergangsgleichung fiir Verbrennungsmotoren zu
entwickeln. Dabei sah man die Reynoldszahl als wahrend des motorischen Pro-
zesses in Abhangigkeit von Druck und Temperatur verdnderlich an. Zudem wurde
fir die inkludierte Geschwindigkeit ein Ansatz eingefiihrt, der neben dem Ein-
fluss der mittleren Kolbengeschwindigkeit auch einen der Verbrennung bertick-
sichtigen sollte. Aus heutiger Sicht konnte dieses Vorgehen nur zu physikalisch
inkorrekten groben Gebrauchsformeln fithren, weil die Bedeutung des hochgradig
instationdren Ablaufes des Arbeitsprozesses in Verbrennungsmotoren verkannt

31



wurde. Immerhin haben sich diese einfachen Gleichungsansétze bei der Entwick-
lung von frihen Computerprogrammen zur praxisorientierten Berechnung des
motorischen Arbeitsprozesses als niitzlich erwiesen, weil sie rein mathematisch
gesehen eine grobe Beriicksichtigung des Wandwéarmetiibergangs ermoglichten.
Hinzu kommt, dass der Einfluss eines fehlerhaft berechneten Warmeubergangs
mitunter gar nicht so grof3 ist, als dass prinzipielle Aussagen zur Arbeit und zum
Wirkungsgrad des motorischen Arbeitsprozesses inakzeptabel verfalscht wiirden.

3.2 Reibungsmoment bei der Stromung zwischen rotierenden
Zylindern (Taylor-Couette-Stromung)

Als Taylor-Couette-Stromung bezeichnet man die inkompressible viskose Stro-
mung im Ringspalt zwischen zwei koaxialen Zylindern (s. Bild 3.9), von denen im
Allgemeinen sowohl der innere als auch der dullere Zylinder rotiert. Um den Be-
wegungszustand aufrechtzuerhalten, miissen die an der Aullenseite des inneren
und die an der Innenseite des dulleren Zylinders angreifenden Scherkrifte der
Stromung durch dullere Drehmomente ausgeglichen werden. Das in der Skizze
angedeutete einfache Geschwindigkeitsprofil ist nur bei geringen Rotationsge-
schwindigkeiten zu erwarten.

Bild 3.9: Stromung zwischen rotierenden Zylindern

Es 1st davon auszugehen, dass beide Drehmomentwerte M, und M;, von den-
selben Einflussgréen abhidngen. Deshalb wird die Einflussgrofenliste allgemein
mit dem Drehmoment M, formuliert:

My _ f(a)i,%, 7, p, rl:ij , (3.-27)
1 3

M,;/l Drehmoment, bezogen auf die Zylinderlange

o;,0, Winkelgeschwindigkeit des inneren bzw. dulleren Zylinders
n Dynamische Viskositat

Yo, Dichte

r;,7,  Radius des inneren bzw. dulleren Zylinders

In der vorstehenden Liste wurden w, und r, durch die bereits offenkundig di-
mensionslosen Gréflen w,/w; und r,/r; ersetzt, die bei der weiteren Dimensions-

analyse unberiicksichtigt bleiben konnen.
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Die zu dem EinflussgréBenzusammenhang (3.-27) gehérige Dimensionstafel (1)
im {M,L,T}-System ist in Bild 3.10 dargestellt.

®|m L T @ |m L ® | M @ |
My/l| 1 1 =2| [Mygofl| 1 1| |Myre?l| 1| [My/nerl
o | 0 0 -1 nlo;| 1 -1 nrlo; | 1 o’ pl
nl 1 -1 -1 ol 1 -3 prd | 1
plo1=30 |0 1
rl 0 1 0 t

Bild 3.10: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-27) und Eliminierung
der Spaltenvektoren

Mit den in Bild 3.10 nach Eliminierung der Spaltenvektoren erhaltenen Dimen-
sionslosen und den beiden vorstehend bemerkten offensichtlichen Dimensionslo-
sen erhalt man die dimensionslose Beziehung

M 2
d__F TP @q T | (3.-28)
no;rl n o o

l

Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer ist der Struktur nach eine
Reynoldszahl. Bei grofleren Werten dieser Zahl wird die Stromung im Ringspalt
turbulent (analog zur Rohrstromung).

Zur Aufstellung von empirischen Gleichungen zwischen den gefundenen Dimen-
sionslosen wiirde man eine Versuchsanordnung mit zwei separat und variabel
angetriebenen Zylindern benétigen, beil der zudem der innere Zylinder durch wei-
tere mit verschiedenen Radien austauschbar ist. Die Untersuchung, fir die nur
ein einziges Fluid benétigt wird, wiare dann etwa fir die verschiedenen Fille ,,in-
nerer oder Aullerer Zylinder rotiert” bzw. ,beide Zylinder rotieren“ durchzufiihren.

Fur den Sonderfall des allein rotierenden dulleren Zylinders (klassische Couette-
Stromung) und rein laminare Stromung im Ringspalt (verschwindender Einfluss
der Reynoldszahl) erhélt man aus Gleichung (3.-28)

M, :G(&j' (3.-29)

na)rizl r;

Dieser einfache Fall lasst sich auch analytisch behandeln, mit dem Ergebnis

Md 47

nor’l 1 [ -
T

(3.-30)

33



3.3 Stationarer Warmetbergang an einer Kugel in Querstromung
Der hier zu untersuchende Sachverhalt ist in Bild 3.11 skizziert: Eine Kugel mit
einer durch innere Beheizung konstant gehaltenen Oberflichentemperatur steht
in einer turbulenten und hinsichtlich der Grundstromung stationiaren Querstro-
mung mit tieferer Temperatur.

c | > >
Alr——0+————

T W\—’
Pl Ty Do
n » -
A h—
T | > >

Bild 3.11: Kugel in einer Querstromung tieferer Temperatur

Fir den Warmestrom, der von der Kugel an das umstromende Fluid iibergeht,
wird unter der Voraussetzung konstanter Stoffwerte des Fluids die folgende Ein-
flussgrofBenliste aufgestellt:

Q = f(AT,D,w,, p,n,A,¢) . (3.-31)

Q Waiarmestrom

AT Temperaturdifferenz Ty, — T,
Kugeldurchmesser
Geschwindigkeit der Querstromung
Dichte

Dynamische Viskositat
Wirmeleitfahigkeit

Spezifische Warmekapazitat

“Awdbés@

Anmerkung: Die Verwendung von AT anstelle von Ty, und 7|, setzt konstante
Stoffwerte voraus, da sonst das Temperaturniveau fixiert werden muss (vergl.
Kap. 2.3).

Im {M,L,T,0}-System erhédlt man hierzu die Dimensionstafel (1 in Bild 3.12.
Durch sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren erhélt man die Dimensions-
losen in Tafel (5), die mit Hilfe einiger Potenzproduktumwandlungen umgewan-
delt werden kénnen in den dimensionslosen Zusammenhang

Q F(wOD” n¢ CAT]. (3.-32)

DAAT A W

Die Dimensionslose auf der linken Seite ldsst sich unter Erweiterung mit 7D mit

der Definition der Warmeiibergangszahl a =Q/Ax AT und mit der Kugeloberfla-
che Ag=7zD? umschreiben in

Q _ QzD _ ab_ (3.-33)
DAAT  7D2)AT A
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MOIM L T © @|M L T © M L
Rl 1 2 -3 0 Q| 1 2 -3 Q/(cATY? | 1 -1
AT| 0 0 0 1 D| 0 1 0 D| 0
DI 0O 1 0 0 wy | 0 1 -1 wy /(cAT? | 0 0
wy| 0 1 -1 0 pl 1 -3 0 bl 1 -3
el 1 -3 0 0 n| 1 -1 -1 nlcATV? | 1 -2
n| 1 -1 =1 0| [AAT| 1 1 =3| | ;47/(caTy? | 1 -2
A1 1 -8 -1| |eaT| 0 2 -2
cl 0 2 2 4
@ M ®
QD/(cATY*? | 1 Q1 (cAT)'? pD?
wy /(caAT'? | 0 wy [ (c AT
pD3 1 n/(cAT)1/2pD

nD? [(cATY? | 1| |2AT/(cAT)*?pD

AATD? [ (cATY?? | 1

Bild 3.12: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-31) und Eliminierung der
Spaltenvektoren

d. h. sie ist eine etwas andere Formulierung der bekannten Nusseltzahl Nu. Bei
den ersten beiden Dimensionslosen in der Argumentklammer handelt es sich um
die Reynoldszahl Re bzw. um die Prandlzahl Pr. Hiernach kann die Gleichung
(3.-32) auch in der Form

2

Nu = F| Re, Pr, 4L (3.-34)
Wo

geschrieben werden. Im Hinblick auf die Bedeutung der dritten Dimensionslosen
in der Argumentklammer ist es hier nitzlich, die Dimensionsanalyse in einem
{M,L,T,0,Q}-System erneut durchzufithren, in dem die Warme @ als zusatzli-
che Grundgrofle verwendet wird. Damit kommt allerdings eine Dimensions-
konstante, das mechanische Warmeédquivalent AQ , ins Spiel, die in der Einfluss-
grofenliste des Problems berticksichtigt werden muss:

Q:g(ATaD7w 7,077772)0714 ) (3'35)
0 Q

Die zugehorige Dimensionstafel ist nun die Tafel (1) in Bild 3.13. Die weiteren
Tafeln (2) bis (6) zeigen die in diesem Fall etwas aufwindigere schrittweise Eli-
minierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix.
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MM L T o @ @ |M L T e 3 |M L T
Ql 0 0 -1 0 1 QI/IAl 0 1 0 1 QIATL| 0 1
AT | 0 0 1 0 AT 0 0 0 1 D| 0o 1
D| 0 1 0 0 Dl 0 1 0 0 wy| 0 1 -1
we| 0 1 -1 0 0 wy| 0 1 -1 0 p|l 1 -3 0
pl 1 -3 0 0 O p|l 1 -3 0 0 n{ 1 -1 -1
nl 1 -1 -1 0 0 n|l 1 -1 -1 0 clal-1 1 1
Al 0 -1 -1 -1 1 c/la|l-1 1 1 0 A IATA |-1 -1 3
c|l-1 0 0 -1 1 Agla|-1 -1 3 1

Ag|-1 -2 2 o0 1

@ [M L ® |M ®
Q/ATA| 0 1 Q/DATAL| O Q/DATA
Dl o0 1 pD? | 1 n/pDw,
pl 1 -3 nDz fwy | 1 cwopD/ A
nlwy | 1 -2 cwy I D2 | -1 Agqwg pD /AT
cwg /A | -1 2 Apwl | ATAD? | -1
Aquiy I ATA | -1 2

Bild 3.13: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-35) und Eliminierung der
Spaltenvektoren

Aus den in Tafel (6) gefundenen Dimensionslosen erhilt man nach kurzer Potenz-
produktumwandlung die dimensionslose Beziehung

Q _ p|woDp ne cal | (3.-36)
DAAT n A Agu?

die sich von der vorher im {M,L,T,0}-System gefundenen Beziehung (3.-32) nur
dadurch unterscheidet, dass in der hinteren Dimensionslosen in der Argument-
klammer nun das mechanische Warmeéaquivalent AQ auftritt. Dies erlaubt den
Schluss, dass diese Dimensionslose mit der Umwandlung von mechanischer Ener-
gie in thermische Energie zusammenhédngen muss — hier mit der Dissipation von
kinetischer Stromungsenergie in innere Energie. In einer Stromung mit vernach-
lassigbarer Dissipation ist aber dann Ay und damit auch die betreffende Dimen-
sionslose problemirrelevant, so dass Gleichung (3.-36) in die verkirzte Form

Q :G(UJODP,U_CJ (3.-37)
DAAT n A

tbergeht. Dieser Schluss war bei der Untersuchung im {M,L,T,0}-System nicht
so einfach zu ziehen. Der vorstehend behandelte physikalische Sachverhalt ist
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deshalb ein Beispiel dafiir, dass bei manchen Problemstellungen eine Untersu-
chung in verschiedenen Grundgré3ensystemen nutzbringend sein kann.
SchlieBlich noch eine Nebenbemerkung: Eine Kugel ohne innere Beheizung nimmt
In einer stationdren dissipativen Hochgeschwindigkeitsstromung eine soge-
nannte Ubertemperatur AT =Ty, —7T, gegeniiber der Stromung an. Fiir diese
kann in dem geldufigeren {M,L,T,0}-System aus Gleichung (3.-32) mit Q =0
der dimensionslose Zusammenhang

D
lé‘T :H[M’EJ (3.-38)
won no A

gefolgert werden,

3.4 Zeitlicher Temperaturverlauf in einer angestrémten Kugel

Untersucht wird der in Bild 3.14 skizzierte Sachverhalt: Eine Kugel mit homoge-
ner Temperatur Ty, wird abrupt zum Zeitpunkt ¢=0 in eine turbulente Gasstro-
mung mit der Temperatur 7|, eingebracht. Der daraufhin einsetzende War-
meaustausch zwischen Kugel und Fluid fithrt zu einem instationdren Tempera-
turfeld in der Kugel, wobei fiir grof3e Zeiten eine homogen temperierte Kugel mit
Tx =T, zu erwarten ist.

Fiir die Temperatur T%,, im Kugelmittelpunkt gilt nach physikalischer Uberle-
gung der Einflussgréflenzusammenhang:

Ck

/’LK D/ TKO
c | > — [
S —
o e
n D
Wo M
Ty | » >

Bild 3.14: Zum Temperaturausgleich in einer angestromten Kugel

Tk =Tk, 1y, D, t,wy,n,¢c,4, p,c, Ak, Pr) - (3.-39)
Tko Homogene Anfangstemperatur der Kugel
T, Temperatur der Querstromung
D Kugeldurchmesser
t Zeitspanne seit Kontaktbeginn Kugel/Stromung
w Geschwindigkeit der Querstromung
n Dynamische Viskositat des Fluids
c,A,p Spezifische Warmekapazitat, Warmeleitfahigkeit
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und Dichte des Fluids
¢ Ak Pr  Analoge Stoffwerte des Kugelmaterials

Bei nidherer Betrachtung der Einflussgréflen in der vorstehenden Liste und mit
etwas Erfahrung féllt es nicht schwer, einige dieser Gréen im {M,L,T,0}-Sys-
tem zu einfach strukturierten offensichtlichen Dimensionslosen zu verbinden.
So leitet man in dem vorliegenden Fall etwa ab

T T D
“Em _ px (TKO, 0 p,¢, PP ¢ 5 p K K p—K}. (3.-40)

v ’ ’ )
0

KO n ¢’ 2’ p

Fir die vollstdndige Dimensionsanalyse braucht man sich jetzt nur noch auf den
Ausschnitt

T
= Tgo. Dit,e 2, o) (3.-41)
0

aus der Liste zu konzentrieren.

Unter der Voraussetzung, dass die Dissipation in der Stromung zu vernachlissi-
gen ist, fiihrt man die abschlieBenden Schritte zweckméaBig im {M,L,T,0,Q} -
System durch. Das in diesem System grundsétzlich als EinflussgréBe zu bertick-
sichtigende mechanische Warmeéquivalent ist ndmlich im Fall einer Stromung
ohne Dissipation problemirrelevant, was zu einer um eins verringerten Anzahl
der Dimensionslosen fiithrt (vergl. die Ausfiihrungen in Kap. 3.3). Die offensicht-
lichen Dimensionslosen in Gleichung (3.-40) sind auch in diesem erweiterten Sys-
tem dimensionslos.

DIM L T o @ @Q|M L T o ®|m L

Teo | 0 0 0 1 0| |Txy! 0 0 0 1 D| o 1

D0 1 0 0 o0 D| o 0 o |Atle]| 1 -1

tfo o 1 0 0 t] 0 0 0 pl 1 -3
¢cl-1 0 0 -1 1 Ale| 1 -1 -1 0

0 -1 -1 -1 1 pl 1 -3 0 0 @ |m

1 -3 0 0 0 AtD/c| 1

1

& pD’
AtlcpD?

Bild 3.15: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-41) und Eliminierung
der Spaltenvektoren

Zu den noch dimensionsbehafteten Argumentvariablen in Gleichung (3.-41) ge-
hort hiernach die Dimensionstafel (1) in Bild 3.15. Die weiteren Dimensionstafeln
zeigen die schrittweise Eliminierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix.

Man bemerke noch, dass in Tafel (2) die Temperatur Tk, gestrichen wurde, weil
die zugehorige @ -Spalte nicht eliminiert werden kann (vergl. Kap. 2.2). Damit
wird aber hier die Temperatur Tk, nicht als problemirrelevant gestrichen, sie ist
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ja schon in den beiden offensichtlichen Dimensionslosen T,/ Txo und T,/ Tk,
enthalten. Es wird lediglich gefolgert, dass Tk, in Bezug auf Gleichung (3.-40) in
keiner weiteren Dimensionslosen mehr auftreten kann.

Mit diesem Ergebnis und den weiter vorn gebildeten offensichtlichen Dimensions-
losen erhdlt man nun den vollstdndigen dimensionslosen Zusammenhang

TO chz’TKO’ n ’ﬂ’C’A,’p

Die dritte und die vierte Dimensionslose in der Argumentklammer sind die Rey-
nolds- bzw. die Prandlzahl.

Anhand von Gleichung (3.-42) soll noch gezeigt werden, auf welche Weise man
mitunter zu einem erfolgversprechenden Gleichungsansatz zwischen den gefun-
denen dimensionslosen Bausteinen gelangen kann. Im vorliegenden Fall miisste
ein Gleichungsansatz fiir T,/ T, die beiden Randbedingungen

T T T
f=0; —Em _ _KO t>0: Em _1 (3.-43)
TO TO TO

erfiillen. Hiermit und fir konstante Stoffwerte konnte man nach einigem Probie-
ren und mit etwas physikalischer Uberlegung als Ansatzversuch formulieren

Tkm _Txo +[1——TK0] 1—exp| —CRe" /“2 : (3.-44)
T, T, T, cpD

Der Koeffizient C und der Exponent x wiren experimentell zu bestimmen.

3.5 Temperaturausgleich im Behalter

Ein Behalter mit konstanter innerer Oberflaichentemperatur wird zum Zeitpunkt
,null“ abrupt mit einem (im ersten Schritt turbulenzfrei gedachten) Gas von ab-
weichender Temperatur gefiillt. Daraufhin setzt ein Temperaturausgleichsvor-
gang zwischen der Wand und dem eingeschlossenen Gas ein, der so lange andau-
ert, bis die Gastemperatur homogen verteilt und gleich der Wandtemperatur ist.

«—— ) —»
Bild 3.16: Zum instationdren Warmetlbergang im Behélter
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Gefragt ist der zeitliche Verlauf der dabei zwischen dem Gas und der Wand auf-
tretenden Warmestromdichte. Die fir diesen Vorgang wesentlichen Einflussgro-
Ben sind in Bild 3.16 eingetragen. In der folgenden Einflussgrofenliste wurden

bereits einige Groflen zu offensichtlichen Dimensionslosen verbunden, die bei der

weiteren Dimensionsanalyse nicht mehr beriicksichtigt werden miissen.

dw = (4t py, Ty, Tyy! Ty.c, Rlc,,A,D) (3.-45)

dw
At

Po > To

Mittlere Wandwarmestromdichte

Zeitspanne seit Beginn des Gas-Wand Kontaktes
Gasdichte und -temperatur bei A4t=0
Wandtemperatur (zeitlich konstant)

Spezifische Warmekapazitat bei p=konst
Spezielle Gaskonstante

Wiarmeleitfahigkeit

Innendurchmesser des kugelformigen Behéalters

Die Dimensionsanalyse erfolgt vorteilhaft in einem {M,L,T,0,Q} -System (sieche
Bild 3.17). Da der hier behandelte Vorgang keine mechanisch-thermische Ener-
giewandlung beinhaltet, ist ndmlich das sonst als Dimensionskonstante zu be-
riicksichtigende mechanische Warmeéquivalent problemirrelevant.

MM L T o @ @ |M L T o ® |M L T
dw| 0 -2 -1 0 1| |gw/A| 0 -1 0 1| |qw/aTy| 0 -1 0O
Al O 0 1 0 0 Al O 0 1 0 Al 0 0 1
ol 1 -3 0 0 0 ol 1 -3 0 0 Pl 1 -3 0
.| 0 0 0 1 0 T,/ 0 0 0 1 e, -1 1 1
(-1 0 0 -1 1 cpm -1 1 1 0 DIl o 0
Al 0 -1 -1 -1 1 DIl 0o 1 0 0

Dl 0 1 0 0 0

@ |

M M

qw/ATy | 0 1| | qyD/AT, | 0 qwDIAT,
1 1
1 1
0

Athle, Atl/cppODz

Po
D

Bild 3.17: Dimensionstabelle (1) zu Gleichung (3.-45) und Eliminierung
der Spaltenvektoren.

Hiernach und mit den offensichtlichen Dimensionslosen aus Gleichung (3.-45) so-
wie unter Einfihrung der sogenannten Temperaturleitzahl a =4/ PoCp folgt der
dimensionslose Zusammenhang

dwD _

AT,

F(“t“ T EJ (3.-46)

27 )
D Ty ¢,
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Anmerkung: Bei der instationdren Warmetlbertragung ist die Temperaturleit-
zahl ein Mal} dafiir, wie schnell die durch den Vorgang verursachten Temperatur-
gradienten in Wandndhe durch Warmeleitung abgebaut werden. Kleine Werte
der Temperaturleitzahl wirken in Richtung auf grof8ere Temperaturgradienten
und fihren damit auch zu gréfleren Werten der Wandwarmestromdichte.

Ein Funktionsansatz zwischen den Dimensionslosen in Gleichung (3.-46) muss
die folgenden Bedingungen erfiillen:

Gw=0 fiir At >
Gw=0 fir Ty="T,

AuBlerdem muss flir groBle Kugelbehilter der Einfluss des Durchmessers ver-
schwinden, da dann ein ebenes Problem vorliegt. Mit etwas Uberlegung gelangt
man hiernach unter Vernachlassigung des Einflusses von R/c, zu dem Funkti-
onsansatz

awyAla _ o [&_lj 1—exp| -Cy—2—||. (3.-47)
AT, T, Ata

Nach diesem Ergebnis fir den turbulenzfreien Fall soll noch der Einfluss einer
bei der Fiillung des Behdlters entstandenen Anfangsturbulenz in Betracht gezogen
werden. Hierzu wird gemaB folgender Uberlegungen verfahren:

1) Es wird angenommen, dass sich der Turbulenzzustand des Gases zu Beginn
des Vorgangs durch eine mittlere Turbulenzintensitit v) und ein mittleres cha-
rakteristisches Langenmal} &, der Wirbelelemente charakterisieren lasst.

2) Bei der Gleichung (3.-47) muss es sich um die spezielle Form der nun gesuchten
allgemeineren Gleichung fiir den turbulenten Warmetibergang handeln, in die die
Letztere fur sehr kleine Werte der Turbulenzintensitiat ibergeht. Deshalb sollte
es moglich sein, die Gleichung (3.-47) durch eine unter Verwendung der Turbu-
lenzdaten unter Punkt 1) vorgenommene Formelerweiterung auf den turbulenten
Fall zu verallgemeinern.

3) Bekanntlich werden Warmeaustauschvorgange an Wandungen durch Turbu-
lenzwirkungen verstirkt, da diese eine VergroBerung der Temperaturgradienten
an der Wand zur Folge haben. Dabei kommt es zu einer Uberlagerung mit der
weiter oben beschriebenen Auswirkung der Temperaturleitzahl auf den Tempe-
raturgradienten. Eine Verringerung der Temperaturleitzahl sollte sich hiernach
so dhnlich auswirken, wie eine zunehmende Turbulenz.

Nach Vorstehendem wird als Arbeitshypothese formuliert: Zur Verallgemeine-
rung der Gleichung (3.-47) auf den turbulenten Fall ist die Temperaturleitzahl a
durch eine ,scheinbare turbulente Temperaturleitzahl® a,,,, zu ersetzen, die mit
zunehmender Turbulenzwirkung gegentiiber der Erstgenannten abfallt und um-
gekehrt. Da bei dem hier gegebenen instationdren Vorgang die Turbulenz infolge
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von Zahigkeitswirkungen tber der Zeit abklingen wird, ist mit einem dement-
sprechenden Einfluss der Zdhigkeit und der Zeit auf a,,,, zu rechnen. Hiernach
wird die folgende EinflussgréBenliste aufgestellt:

athrb = £}, 8y, P01 AL) . (3.-48)

a,,;5 Scheinbare turbulente Temperaturleitzahl

a Temperaturleitzahl

v Mittlere Turbulenzintensitiat zu Beginn des Vorgangs
(v'=+/2€;;, , €, 15t die massebezogene kinetische
Turbulenzenergie)

S Mittleres charakteristisches Langenmal3 der
Wirbelelemente zu Beginn des Vorgangs

o Dichte zu Beginn des Vorgangs

n Dynamische Viskositat

At Zeitspanne seit Beginn des Vorgangs

Die Dimensionsanalyse ist in einem {M,L,T} -System durchzufiihren. In Bild
3.18 ist die Dimensionstafel (1) zu der vorstehenden EinflussgroBenliste darge-
stellt, wobei die bereits dimensionslose Grofle a,,,,/a nicht mehr mitgefiithrt
werden musste.

@®|M L T @ |M L ® |M

vp| 0 1 -1 voAt | 0 1| |vyAtlS, | O voAt/
. 2

S| 0 1 0 S| 0 1 podS | 1| |podiinat

po| 1 -3 0 po| 1 -3 nats, | 1

n| 1 -1 -1 nAat| 1 -1

At 0 0 1

Bild 3.18: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-48) und nachfolgende
Eliminierung der Spaltenvektoren

Mit der Potenzproduktumwandlung

2 ’ !
Pod . VoAt _ polodo
nat o n

(3.-49)

erhalt man als Ergebnis der Dimensionsanalyse den dimensionslosen Zusammen-
hang
Dpurd _ F(Po”(ﬁo Aty j
a o pSy

(3.-50)

Fir einen Gleichungsansatz mit den gefundenen Dimensionslosen ist zu fordern:

N0,
aturb_>1 fiir PoYo 0_>0

a n

(turbulenzfreier Grenzfall)

und
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G 1 gy AL
a P09

Diese Forderungen lassen sich erfiillen durch

—> o (abgeklungene Turbulenzwirkung)

Yrb _ 1 , (3.-51)

a 15 X
1+C; (pOUOOJ exp[—C2 Ath
n P00

3.6 Warmeabfuhr bei der Kompression eines Gases

Betrachtet wird der in Bild 3.19 skizzierte Zylinder, in dem das eingeschlossene
Gas durch die Bewegung eines Kolbens von einem vorgegebenen Anfangsvolumen
auf ein ebenfalls vorgegebenes Endvolumen verdichtet wird. Gefragt ist die dabei
abgefithrte Warme. Zu Beginn des Vorgangs befinde sich das System im thermi-
schen Gleichgewicht, d. h. die Gas- und die Wandtemperatur mégen dann uber-
einstimmen. Die Wandtemperatur werde wahrend des Vorgangs konstant gehal-
ten.

V;m'n

D

2323533

1—
>
&
X

Lz

=D

Bild 3.19: Kompressionszylinder

Fir die gesuchte Warme wird die folgende EinflussgréBBenliste aufgestellt:

Qw = f(Atyg, o, Ty R,/ RAAV Vi 1AV, D/ AVY?) (3.-52)

min
Qy Wihrend der Kompression abgefithrte Warme
Atg  Zeitliche Dauer des Kompressionshubes

po,Ty, Anfangswerte von Dichte und Temperatur des Gases
R,c, Spez. Gaskonstante und spez. Warmekapazitat

A Wiarmeleitfahigkeit

AV Volumenénderung bei der Kompression
Vain  Gasvolumen bei Kompressionsende

D Zylinderdurchmesser
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In der vorstehenden Liste wurden bereits einige Einflussgréflen zu offensichtli-
chen Dimensionslosen verbunden, die in der folgenden fiir ein {M,L,T,0}-Sys-
tem aufgestellten Dimensionstafel nicht mehr mitgefiihrt werden miissen.

M|M L T o @|M L T G |M L
RQw | 1 2 -2 0 Qu| 1 2 -2 QuwAty | 1 2
Atg | 0 0 1 0| |atg]| O 0 1 po| 1 -3
P 1 -3 0 0 po| 1 -3 O |RTyAt | 0 2
T,/ 0 0 0 1| |RT,| 0 2 -2 ATAE | 1
R| 0 2 -2 -1 AT, | 1 1 -3 vl oo
A1 1 -3 -1 AV 0 3 0
AV 0O 3 0 0
@ M ® |
QuAtE AV | 1| [@yaty/aV™p,
podV | 1 RT,Aty 1AV*?
RT At 1AVE | 0| | 2Ty Ats 14V p,
ATyAty 14VY3 |1

Bild 3.20: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-52) und nachfolgende
Eliminierung der Spaltenvektoren

Mit den offensichtlichen Dimensionslosen aus Gleichung (3.-52) und den (grund-
satzlich willkiirlichen) Potenzproduktumwandlungen

-1
Quwaty [RTyAti | __ Qw
pOAV5/3 AV2/3 PoRTy AV ’

3 2 \71 -1
ATyAty RTOAtKJ X(CPJ Mty

2o AVA3 AV2/3 R oS, V237
-1/2
RTyAty |~ av'3
AV3 JRT, Aty
erhélt man als ein niitzlich erscheinendes Ergebnis der Dimensionsanalyse
1/3
A c .
QW - F AV , A tK2/3 , _p, len , 1)1/3 ) (3_53)
poRTH AV JRT) Aty pyc, AV¥? R AV 4V

Der Einfluss der ersten Dimensionslosen in der Argumentklammer, bei der es sich
der Struktur nach um eine Machzahl handelt, ist vernachlassigbar, weil sie unter
technischen Randbedingungen auf nur sehr geringe Werte begrenzt ist 6.

6 Dies wiirde sich erst &ndern, wenn die Geschwindigkeit des Kolbens wihrend der Kompression
in die GroBenordnung der Schallgeschwindigkeit kame, was aber auszuschlieBen ist.
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Ein Funktionsansatz zwischen den verbliebenen Dimensionslosen misste die fol-
genden beiden Bedingungen erfiillen:

1) Qw — 0 fiir Aty - 0 (adiabate Kompression)
2) Qw —|Wy p—const| fiir Atg — o (isotherme Kompression)

Fir die Volumendnderungsarbeit bei isothermer Kompression gilt mit den hier
verwendeten Bezeichnungen

V. 1+V_. 1AV
WV,T:COHSt|=pOAV[1+Am—‘1;IJRT01 ﬁ . (3.'54)
Hiernach und unter der Annahme von konstanten Werten fiir ¢,,/R und D/ AVY3
konnte ein Funktionsansatz folgendermaflen aussehen,

Qw :(14_@} In M 1—exp _CL% ) (3.-55)
Poc,AV

poRT, AV AV Vi 1AV

min

3.7 Dissipation im Ruhrwerk

Betrachtet wird das in Bild 3.21 skizzierte Rithrwerk, bei dem die mittlere Tem-
peratur des Rihrmediums durch eine duflere Kithlung auf einem vorgegebenen
Wert gehalten wird. Gefragt ist der hierbei an das Kihlmedium abzufithrende
Warmestrom

g on
=
111
(o) 1" (o)
fof= e
SE s
—pn- — Jo .
:__ Ac _'T___-_zQW
H : [ 1 - — : E
I [av]
1o =
== o=
] i ey (5=
» D >

Bild 3.21: Riuhrwerk mit dullerer Kithlung

In der Skizze sind die als wesentlich anzusehenden Einflussgréf3en eingetragen.
Damit gilt fir den Kithlwadrmestrom

: nc d H
=flmpmi Ty & ln - 3.-56
% f(np T DD j (3.-56)
QW Kihlwarmestrom
n Riithrerdrehzahl
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p,n,A,¢c Dichte, dyn. Viskositat, Warmeleitfahigkeit,
und spez. Warmekapazitat des Rihrmediums

d Rihrerdurchmesser

D Gehdusedurchmesser

H Einfillhéhe des Rihrmediums
T, Wandtemperatur

In der obigen Argumentliste wurden ¢, D und H bereits mit anderen geeigneten
Einflussgrofen zu offensichtlichen Dimensionslosen verbunden (7c/A ist die
Prandl-Zahl). Fir die hiernach verbleibenden dimensionsbehafteten Einflussgro-
Ben gilt im {M,L,T,0}-System die in Bild 3.22 links eingetragene Dimensionsta-
fel.

M| L T || @|M L T ® |mM L @ |M
Q| 1 2 -3 0|[Qy| 1 2 =3||@q@u/n®| 1 2||@y/n*d]| 1
nl 0 0 -1 0 nl 0 0 -1 ol 1 -3 pd® | 1
pl 1 -3 0 0 pl 1 =3 0 nin| 1 -1 nd/n| 1
n| 1 -1 -1 0 n| V-1 -1\, /n®| 1 1||AT,/dn®| 1
A1 1 =8 1| AT, | 1 1 -3 il o 1
dl o 1 0o of|l dlo 1 o 5
T, | 0 0 0 1 Qu/n*d’n
pd2n/n
AT, Id*n®n

Bild 3.22: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-56) und Eliminierung
der Spaltenvektoren

Nach Eliminierung der Spaltenvektoren und Hinzunahme der offensichtlichen
Dimensionslosen resultiert der folgende dimensionslose Zusammenhang

' 2n AT,
?Vg :F[pd A ,ﬂ_c,i,ﬁ} (3.-57)
n“d n n d*“n n A D D
Mit den Potenzproduktumwandlungen
. _1 .
AT,
?‘g x[ 2 j _ Qw (3.-58)
n“d°n \d°n°n AT, d
und
T T
Ay e _ cIn (3.-59)
d2n277 i d2n2
wird schlieBlich:
. 5 7
Qw _ p[pdn ne ¢y d H) (3.-60)
AT, d n A d?n? D D
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Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer ist der Struktur nach eine
Reynoldszahl und die zweite ist die Prandlzahl. Die dritte Dimensionslose ist von
gleicher Struktur wie die in Kap. 3.3 gefundene Dissipationskennzahl.

Vorstehend wurden die in das Problem eingehenden Stoffwerte des Rithrmediums
als konstant angesehen. Hier soll nun die vordringlich in Betracht zu ziehende
Temperaturabhangigkeit der Viskositat beriicksichtigt werden. Diese kann fir
Flissigkeiten oft durch die Arrhenius-Beziehung

n=const-exp(E/RT) (3.-61)

beschrieben werden, die sich, approximationstechnisch gesehen, auch in guter
Naherung durch

n=const-exp(-yT) (3.-62)

wiedergeben lasst. Diese Ndherungsbeziehung bietet den Vorteil, dass sie geméal3
den Ausfiihrungen in Kap. 2.3 in die bezugsinvariante Standarddarstellung

n

2T exp(—y (T -1T;) (3.-63)
tberfiihrt werden kann, die von der Wahl der Bezugstemperatur 7, unabhingig
ist. Hiernach sind zur Berilicksichtigung der Temperaturabhéngigkeit der Visko-
sitat anstelle von 7 die Zahigkeit 7(7;,) bei der Bezugstemperatur, und y als zu-
satzliche Einflussgrofe in Gleichung (3.-56) aufzunehmen. Die problemirrele-
vante Bezugstemperatur kann auch, falls das vorteilhaft erscheint, uneinge-
schrankt prozessbezogen gewahlt werden (vergl. Kap. 2.3). Hier wird man 7(7))
gegen 7(7,,) austauschen. Die zuséatzliche Einflussgré3e y fithrt gegentiber Glei-
chung (3.-60) zu einer weiteren Dimensionslosen y7),, so dass man abschlielend
den dimensionslosen Zusammenhang

QW F(den n(,)c cT,, d H
D

\nmy 2 @2’ D

= T 3.-64
AT d 4 mj ( )

erhalt.

3.8 Tropfenfall in Gasatmospére

Im Folgenden wird ein Tropfen betrachtet, der unter der Wirkung der Erdschwere
in einer Gasatmosphéare fallt und dabei nach einer gewissen Zeit eine konstante
Sinkgeschwindigkeit erreicht (s. Skizze in Bild 3.23). Hierbei sei vorausgesetzt,
dass der Tropfen hinreichend klein ist, so dass er in vertretbarer Naherung als
Kugel angesehen werden kann (bei groBeren Tropfen sind geometrische Deforma-
tionen zu erwarten).

Fur die Sinkgeschwindigkeit v sind die folgenden Einflussgréf3en zu erwarten,

U:f(dapf7pgnugag) . (3'65)
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v Sinkgeschwindigkeit des Tropfens
d Tropfendurchmesser

Py Flissigkeitsdichte

Pg Gasdichte

Hg Dynamische Viskositiat des Gases
g Erdbeschleunigung

d/’
s Pr lg

Pg
lug l v
Bild 3.23: Zu den Einflussgroflen auf die Sinkgeschwindigkeit

eines Tropfens in einer Gasatmosphére

Die zugehérige Dimensionstafel (1) im konventionellen {M,L,T} -System ist in
Bild 3.24 dargestellt.

MO|M L T ) M L
v | 0 1 -1 v/ig? | 0 1/2
d 0O 1 0 d 0 1
1 -3 0
pf 1 -3 0 o : -
Pg B Pg 1 -3
ng| 1 -1 -1 102 /
g 0 1 -9 Nglg 1 -3/2
® M @
vig"2d"? | o v/gt2q!?
pfd3 1 ,of154','3/pgd3
pg dS 1 T]g/gllng d3/2
ngdS/Z/gl/Z 1

Bild 3.24: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-65) und
Eliminierung der Spaltenvektoren

Durch sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix er-
hélt man z. B. den dimensionslosen Zusammenhang

v n o
SN Sy (3.-66)
\Jgd L«/gd dps Pg }

48



Im vorliegenden Fall sind hinsichtlich einer Funktionsverkniipfung zwischen den
gefundenen Dimensionslosen einige Zusatzinformationen verfiigbar. Durch eine
Internetrecherche zum Thema ,Sinkgeschwindigkeit von Flissigkeitstropfen
findet man nidmlich die beiden Gleichungen
2
_rr8d

U= fir d<0,lmm (3.-67)
187,

v=1,65 /ﬁgd fir d>1mm . (3.-68)
Pg

Offenbar beschreiben diese Gleichungen die Sinkgeschwindigkeit zum einen fiir
sehr kleine und zum anderen fir deutlich groere Tropfendurchmesser. Durch
einiges Probieren findet man den folgenden Gleichungsansatz, der dem allgemei-
nen dimensionslosen Zusammenhang in Gleichung (3.-66) geniigt und der zudem
die speziellen Gleichungen (3.-67) und (3.-68) verbindet:

1,65 p,/
v Pr' P . (3.-69)

und

Vgd g / -1
1+29,7——\/(p:/p,)
/_gddpg f'Fe

40

0 10 20 g 30 40
g

Bild 3.25: Graphische Darstellung von Gleichung (3.-69)

Fir sehr kleine Tropfendurchmesser geht die vorstehende Gleichung iiber in die
Gleichung (3.-67) und fur grofle Tropfendurchmesser in die Gleichung (3.-68). Die
allgemeine Gleichung (3.-69) ist in Bild 3.25 graphisch dargestellt. Aus den Kur-
venverldufen ist zu ersehen, dass die dimensionslose Sinkgeschwindigkeit v/ \/g_d
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insbesondere mit zunehmender Ziahigkeit des Gases und abnehmendem Tropfen-
durchmesser drastisch abféllt. Dabei geht der Einfluss des Verhaltnisses p;/p,
mehr und mehr zurtck.

Es sei noch bemerkt, dass die Einflussgroflenliste fiir die stationdre Sinkge-
schwindigkeit v in Gleichung (3.-65) auch fiir die Zeitspanne At bis zum Errei-
chen dieser Geschwindigkeit giiltig sein sollte. Deshalb findet man leicht den fol-
genden dimensionslosen Zusammenhang:

g Ng P
At,/—:G —f5 1, (3.-70)
a [ngdpg pg}

3.9 Laminare Flammendicke und Quenchabstand von der Wand

In Bild 3.26 ist schematisch die Struktur einer laminaren Flamme dargestellt, die
sich mit konstanter Geschwindigkeit relativ zum Unverbrannten bewegt. Einge-
tragen sind die Verldufe der Temperatur und der an dem Vorgang beteiligten ge-
neralisierten Spezies tiber der Distanz senkrecht zur Flammenoberflache.

Sy, Relativgeschwindigkeit
gegeniiber dem Unverbrannten
}4V0rwéirmzone IReaktionszor:i' sichtbare
| Son oo s H| 5 | Flammenzone
‘ VZ R | R /
= \ | | Temperatur
= | Brennstoff : | T,
® 2 :
SR } + Oxidator I Reaktions-
%D g ‘ | pI‘Odukte
< \
£ E | Aspie
= \
= \
@ \ Zwischen-
T | produkte
\

-4+— Distanz senkrecht zur Flammenoberfliche

Bild 3.26: Struktur laminarer Vormischflammen (schematisch)

Die Flammenzone gliedert sich etwas vereinfachend in eine Vorwdrmzone und
eine Reaktionszone. In der Vorwarmzone erfolgt im Wesentlichen eine Aufheizung
der Reaktionsteilnehmer durch den Warmestrom aus der Reaktionszone. Die che-
mische Reaktion lauft erst bei schon stark erhéhter Temperatur der Reaktions-
teilnehmer in der Reaktionszone ab. Aus Darstellungsgriinden sind in Bild 3.26
die realen geometrischen Verhéltnisse verzerrt wiedergegeben. Tatsédchlich ist in
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der Regel die Dicke der Vorwarmzone oy, erheblich groler als die Dicke o5 der
Reaktionszone.

In Bezug auf die Dicke der Flamme kommen die in Bild 3.26 eingetragenen Ein-
flussgroBen in Betracht: 1) die bei Warmetransportvorgangen wichtigen Stoffgro-
Ben der Reaktionsteilnehmer. 2) die Geschwindigkeit der Flamme, da diese die
Zeit bestimmt, die fiir die Aufheizung in der Vorwarmzone zur Verfiigung steht
und 3) die Temperaturen des Frisch- und des Verbrennungsgases.

5= (s Py Sp, Ty Ty) (3.-71)
oy, Dicke der laminaren Flamme
A Wiarmeleitfahigkeit
Yo, Dichte
p Spezifische Warmekapazitat
N Laminare Flammengeschwindigkeit
T, Frischgastemperatur vor der Flamme
T, Verbrennungsgastemperatur hinter der Flamme

Die dimensionsanalytische Behandlung dieses Sachverhaltes liele sich im
{M,L,T,0}-System durchfithren. Da hier aber keine dissipativen Effekte zu er-
warten sind, kann man vorteilhaft die Warme @ als Grundgr6fe hinzunehmen,
ohne dass in Gleichung (3.-71) zusatzlich eine Dimensionskonstante zu bertck-
sichtigen ware. Im {M,L,T,0,Q}-System erhélt man dann die in Bild 3.27 links
stehende Dimensionstafel (1).

MO|M L T © @ @|M L T © 3 |M L
S0 1 0 0 0 S,/ 0 1 0 0 s, 0 1
Al 0 -1 -1 -1 1| [AMe, | 1 -1 -1 0| [Ale,S; | 1 -2
pl 1 -3 0 0 0 pl 1 -3 0 0 pl 1 -3

c, |-1 0 0 -1 1 S, 0 1 -1 0
S, 0 1 -1 0 o0 7|0 0 o0 @ | M
T.]0o 0 0 1 0 s 173
(5) Ale,Spp*® |1/3

Sppc,SrlIA

Bild 3.27: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-71) und nachfolgende
sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren

Die Temperatur 7, wurde in der Dimensionstafel (1) nicht mitgefiihrt, da sie of-
fensichtlich mit der Temperatur 7, zu einer ersten Dimensionslosen T} /7, ver-
bunden werden kann. Im Hinblick auf die Tafel (2) bemerke man, dass die Tem-
peratur 7, gestrichen werden musste, weil sie allein in der @ -Spalte einen Ein-
trag verursacht und deshalb nicht eliminiert werden dann (vergl. Kap. 2.2). Dies
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bedeutet, dass in Bezug auf Gleichung (3.-71) T, nur in Verbindung mit 7} in der
schon notierten offensichtlichen Dimensionslosen T} /7,, auftreten kann.

Nach sukzessiver Eliminierung der Spaltenvektoren erhilt man das Resultat

S pe.S
OLPOL _ o Ty | (3.-72)
P T

u

Der hier behandelte Sachverhalt ist allerdings durch ein sehr breites Tempera-
turfeld gekennzeichnet, so dass die Annahme von konstanten Stoffwerten nicht
problemadéquat sein kann. Hinsichtlich der spezifischen Warmekapazitat 1asst
sich zwar noch ein akzeptabler Mittelwert angeben, fiir die Warmeleitfahigkeit
gilt das aber nicht mehr, da sie tiber den in Frage kommenden Temperaturbereich
um einen Faktor von ca. 6 veranderlich ist.

An dieser Stelle ist auf die Ausfiihrungen in Kap. 2.3 zu verweisen. Die Tempe-
raturabhéangigkeit der Warmeleitfahigkeit von Luft lasst sich ndmlich sehr gut
durch eine Beziehung gemal der oberen Zeile in Gleichung (2.-4) approximieren
(mit ¢;=0). Diese Beziehung kann in eine bezugsinvariante Standarddarstellung
gemal der oberen Zeile in Gleichung (2.-5) iiberfiihrt werden, aus der mit ¢;=0
die Bestimmungselemente s(p*)und y abzulesen sind, die zur Beriicksichtigung
der Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit in der EinflussgroBenliste
des hier vorliegenden Problems zu beriicksichtigen sind. Wenn man nun noch die
willkiirlich festzulegende Bezugstemperatur prozessbezogen zu T, setzt, geht die
EinflussgroBenliste (3.-71) tiber in

5L:f(/1(Tu))p)cp7SL7Tu777ba}/1)- (3'73)

Hiernach schlie3t man auch ohne erneute Rechnung auf das Ergebnis einer er-
weiterten Dimensionsanalyse,

s pe S
LPOr _pllh ) (3.-74)
A(T,) T

u

Als Gleichungsansatz kdme in Betracht:

5LpCpSL -C E 7
A(T,) T )

u

(3.-75)

Fir die spater in Kap. 3.11 beschriebenen Untersuchungen wurde unter Anpas-
sung an Zahlenwertangaben in /7,8/ verwendet: y;=0,794und C=1,84.

Wenn die in Bild 3.26 skizzierte freie laminare Flamme an eine kalte isotherme
Wand anléauft, erfahrt das Temperaturprofil vor der Reaktionszone wegen der
starken Kiihlwirkung der Wand eine erhebliche Verzerrung und Absenkung.
Dadurch fallt die stark temperaturabhéingige Reaktionsgeschwindigkeit schnell
ab und in einer gewissen Entfernung von der Wand, dem sogenannten Quenchab-
stand, kommt es zum Erloschen der Reaktionstatigkeit.
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Fir den Quenchabstand 5 konnen die Einflussgroflen in der Argumentliste der
Gleichung (3.-73) ilbernommen werden. Es ist aber (mindestens) noch die Wand-
temperatur Ty, hinzuzunehmen:

5Q:f(ﬂ'(Tu)’ P> cp7SL>Tu)TbaTW7]//1)- (3'76)

Mit Blick auf die Gleichung (3.-74) lasst sich das Ergebnis der nun durchzufiih-
renden Dimensionsanalyse auch ohne Rechnung angeben:

oppc,S
QP CpSL :G(E,T_W%) (3.-77)
AMT,) T, T,

Hiernach sollte zwischen dem Quenchabstand und der Flammendicke eine Bezie-
hung der Form

0, T, T;
Q@ _g _b’_Wv%l (3.-78)
5L Tu Tu

bestehen.

Nebenbemerkung: Fiir die Zeit Atp, die wahrend des Vorriickens der Flamme um
den Betrag der Flammendicke o; vergeht, gilt eine Abhangigkeit

Atp = f(kinetische Daten, spez. Heizwert, ...... ), (3.-79)

die insbesondere die kinetischen Daten der involvierten chemischen Reaktionen
und den spezifischen Heizwert des Kraftstoffes enthéalt. Hier ist im Moment nur
von Interesse, dass eine physikalische Gréfle Atp der beschriebenen Art existiert.
Dann kann mit Gleichung (3.-75) fiir die laminare Flammengeschwindigkeit ge-
schrieben werden

T T, \*
S; = o _ o M W (T (3.-80)
AtR IOSchAtR Tu

oder umgeformt

7,12
SL:C1/2 ﬂ(&j . (3.-81)
pCpAtR TM

3.10 Turbulenzintensitat im Verbrennungsmotor

Beim Betrieb von Verbrennungsmotoren entsteht durch den Ansaugvorgang eine
transiente turbulente Innenstrémung, die fir den spéteren zeitlichen Verbren-
nungsablauf von entscheidender Bedeutung ist.

Das im Ansaugtakt tiber das Einlassventil einstromende Gas (s. Bild 3.28) gerét
unter Druckabfall in eine mehr oder weniger heftige wirblige (turbulente) Bewe-
gung, die insbesondere durch die konstruktive Ausfithrung der Einlassorgane und
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des Kolbenbodens sowie durch zufillige Geschwindigkeitsstorungen in der An-
saugstromung bestimmt wird. Die zunéchst noch relativ gro3en Wirbelelemente
beginnen gegen Ende des Saugvorganges durch Interaktion untereinander und
mit den Arbeitsraumwandungen in immer kleinere Wirbel zu zerfallen. Parallel
hierzu dissipiert die durch den Ansaugvorgang generierte kinetische Turbulen-
zenergie durch Zahigkeitswirkungen vor allem in den kleineren Wirbelelementen,
bis schliefllich die gesamte kinetische Turbulenzenergie in innere Energie umge-
wandelt ist (falls fiir den Vorgang gentigend Zeit zur Verfligung stiinde, was bei
Verbrennungsmotoren aber nicht der Fall ist).

pO)TO

" g
h 'JJLUJLLT oT

s=2r

Bild 3.28: Zum Ansaugvorgang eines Viertakt-Motors

Im Folgenden geht es um die Entwicklung eines halbempirischen Gleichungsan-
satzes fur die zeitlich-6rtlich mittlere Turbulenzintensitdt wiahrend der Brenn-
phase, der in Prozessrechnungen fiir Viertakt-Motoren verwendet werden kann.
Die in diesem Zusammenhang wichtigen Einflussgréfen sind in Bild 3.28 einge-
tragen. Damit ist die EinflussgréBBenliste wie folgt anzuschreiben:

17 = f(A¢B ,n,p()aTO)R7Cpa 7, U,'S/U,'S',masyD7 &, lPa ll(l :1ak)) (3'82)

Zeitlich ortlich mittlere Turbulenzintensitat 17:*/29kin 5 ey 1st
die auf die Masse bezogene kinetische Turbulenzenergie

<

Apg  Kurbelwinkelintervall der Hauptbrennphase

n Motordrehzahl

Po,Ty Dichte und Temperatur vor dem Einlasskanal (Ansaugzustand)

R,c Spezielle Gaskonstante und spez. Warmekapazitit bei p =konst

n Dynamische Viskositat

Ug Zufallige, d. h. nicht kausal durch den Ansaugvorgang des
betreffenden Zylinders bedingte mittlere Geschwindigkeits-
storung in der Zustromung

Us.m  Mittelwert von vg, der mit einem Zylinderdruckverlauf mit
mittlerem Spitzendruck korrespondiert (die Zylinderdruck-
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verlaufe aufeinanderfolgender Arbeitszyklen sind nicht

reproduzierbar)
s,D Kolbenhub und Zylinderdurchmesser
& Verdichtungsverhéltnis, e=V,p/V p
Ip Pleuellange
l; Geometriedaten von Zylindereinlass und Kolbenboden (i =1,...,k)

Aus experimentellen Grundlagenuntersuchungen /z. B. 5,6/ ist bekannt, dass der
Verlauf der Turbulenzintensitidt tiber dem Kurbelwinkel durch von Zyklus zu
Zyklus zufillige Schwankungen gekennzeichnet ist, die weitgehend als Ursache
fir die analogen Schwankungen des Zylinderdruckverlaufes (sogenannte Arbeits-
spielvariationen) anzusehen sind. Zur Erfassung dieses Sachverhaltes wurde in
der obigen EinflussgroBlenliste der Quotient aus der regellos von Zyklus zu Zyklus
schwankenden mittleren Geschwindigkeitsstorung vy in der Ansaugluft eines Zy-
linders und einem Mittelwert vg ,, derselben iiber eine grofle Anzahl von Arbeits-
zyklen eingestellt. Dabei wurde angenommen, dass der Fall vg/vg ,, =1 mit einem
Zylinderdruckverlauf mit mittlerem Spitzendruck korrespondiert.

Die Dimensionsanalyse ist in einem {M,L,T,0}-System durchzufithren. Dabei
lassen sich einige der obigen Einflussgroflen schon ohne Rechnung zu offensicht-
lichen Dimensionslosen verbinden, wobeil aber die Anzahl der GréBen noch nicht
gedndert wird:

v lsn= f(4pg,n,py, Ty, R, cp/R, n, vg/vé,m,s, s/D,e,lpls,l;/s(i=1,...R)) (3.-83)

Zu den verbliebenen dimensionsbehafteten Einflussgroen gehort die Dimensi-
onstafel (1) in Bild 3.29.

M|M L T ol | @|M L T 3 |mM L
ni 0 0 -1 O nl 0 0 -1 n/\JRT, 0 -1
A P S I 1 I I (.
Rl 0 2 2 1 217171 nNRT | 1 -2
nl 1 -1 1 o0 s| 0 1 o s| 0 1
s| 0 1 0 o0
@ M
ns/\RT, | O ns/\RT,
,o0331 POS\/E/”
1

ns*/{RT,

Bild 3.29: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-83) und nachfolgende
Eliminierung der Spaltenvektoren

Mit den nach Eliminierung der Spaltenvektoren resultierenden beiden Dimensi-
onslosen in Tafel (5) erhilt man unter Hinzunahme der bereits vorher gefundenen
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offensichtlichen Dimensionslosen in Gleichung (3.-83) den dimensionslosen Zu-
sammenhang

JRT Cp U Lz
=F[A¢B,p08 o sn g s lp i(i 1,...,k)] . (3.-84)

" JRT "R’ Sm’ “Ds s

Mit den Potenzproduktumwandlungen

v oosn U und ,OOSJRTO>< sn_ pys’n

sn’ JRT, <RI, Z RT, 7

3=

kann noch in die dimensionstheoretisch gleichwertige Formulierung

= 2 '
v :FL PoSn sn Vg s lp lz(i:l,...,k)] (3.-85)

A ) €y
VB n JR RvSm D’ s s

umgeschrieben werden. Hierin sind die zweite und die dritte Dimensionslose in
der Argumentklammer von der Struktur einer Reynolds- bzw. einer Machzahl.

In der vorstehenden Entwicklung wurde der Kolbenhub als charakteristisches
Ma@ fir die offensichtlich bedeutsame mit einem Hub verbundene Volumenéinde-
rung, dem Hubvolumen, gewahlt. Das Letztere ist deshalb erst tiber das Hubver-
héltnis s/D festgelegt, wodurch in Gleichung (3.-85) dieser Grofle (etwas un-
gliicklich) ein sehr hohes Einflussgewicht zukommt. Dies lasst sich ohne erneute
Durchfiihrung der Dimensionsanalyse d&ndern, indem man tiber die Umformung

1/3 o, \U3_(D? . 3 e D?
1%} =(D gs) (22 j ~(?) s (3.-86)

vom Kolbenhub s auf die Potenz Vh/ 3 des Hubvolumens iibergeht. Damit wird aus
Gleichung (3.-85)

!

V2/3n V1/3n Cp Vg V1/3 Ip li(i:l,...,k)

=F A¢7 7_p7' 787 b ’
JRT, { P n CJRT, R'vs, T~ D vy yls ] (3.-87)

1_[Geo

c

worin der Variablen Vh/ 31D kein herausragendes Einflussgewicht innerhalb des

Variablenkomplexes II,,, mehr zufallen dirfte.

Als Gleichungsansatz zwischen den gefundenen problemrelevanten Dimensions-
losen wird fiir einen vorgegebenen Wert des Kurbelwinkelintervalls der Verbren-
nung (mit Blick auf die allgemeinen Ansatzformen in Kap. 2.4) formuliert:

= 2/3 1/3 ' X
v =01V— 1+C, Vi ( oS j . (3.-88)
«/RTO Aoy n RTO vS,m

Hierbei wurde ¢, /R als Konstante angesehen. Die Koeffizienten C; und Cy sind
im Wesentlichen als Funktionale der dimensionslosen Geometrieparameter 11,
in Gleichung (3.-87) aufzufassen. Der Zufallseinfluss verschwindet fiir den Fall
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Ug/vg,,=1. Aus der vorstehenden Gleichung erhélt man dann den Mittelwert
U'm der zeitlich-ortlich mittleren Turbulenzintensitidt in der Brennphase eines
Arbeitszyklus mit mittlerem Druckverlauf.

Die empirischen Parameter in Gleichung (3.-88) lassen sich durch den systemati-
schen Vergleich zwischen berechneten Druckverldufen, die unter Verwendung
dieser Gleichung erhalten wurden, und experimentell ermittelten Zylinderdruck-
verldufen bestimmen. Zur Variation des Zufallsterms vg/vg ,, wurde dabei ein Zu-
fallsgenerator fur Gaussabweichungen vom Mittelwert Eins mit einer vom Motor-
betriebspunkt abhidngigen Standardabweichung verwendet. Auf diese Weise wur-
den fiir zwei Serien-Ottomotoren folgende Ergebnisse erhalten:

Motor C C, x
1 |V,=0,581dm?, s/D=0,836, £=8,85,2V | 0,77-10°| 0 0,67
2 | V,=0,547dm?, s/D=0,963, £ =10, 4V 0,67-107° | 30,5 | 0,67

In Bild 3.30 sind die mit den Koeffizienten C;, C, fiir mittlere Druckverlaufe der
Versuchsmotoren 1, 2 berechneten Verlaufe der zeitlich-6rtlichen mittleren Tur-
bulenzintensitiat wahrend der Verbrennung tiber der Motordrehzahl dargestellt.
Zum Vergleich sind auch die Verlaufe der mittleren Kolbengeschwindigkeit ein-
getragen.
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Bild 3.30: Zeitlich-6rtlich mittlere Turbulenzintensitit wahrend
der Verbrennung tiber der Motordrehzahl (Versuchsmotoren 1, 2,
Rechnung fiur mittlere Zylinderdruckverlaufe)

3.11 Zindung im Ottomotor

Die Verbrennung im Ottomotor beginnt mit der Erzeugung eines ersten Flam-
menkerns durch die Ziindkerze (siehe Bild 3.31). Dabei wird Frischgemisch mit

57



der lokalen Gasgeschwindigkeit an der Zindkerze durch den Ziindfunken hin-
durchgedriickt und wegen der dort herrschenden sehr hohen Temperatur abrupt
entziindet. Von dem so entstandenen kleinen Verbrennungsgasbereich (Flam-
menkern) breitet sich dann die Verbrennung in den Brennraum des Motors hinein
aus.

Zindkerze
I
NEEAS
prU
e ly At, Flammenkern
Ziind- Ay
funken

Frischgemisch

Bild 3.31: Flammenkernbildung bei der Verbrennung im Ottomotor
(schematisch)

Zur sicheren Entziindung des Frischgemisches muss der Flammenkern eine hin-
reichende Grofe erreichen. Mit zunehmender Gréf3e des Flammenkerns geht die
Verbrennung auch schneller in ihre turbulente Hauptphase tiber (vergl. Kap.
3.12). Im Folgenden werden die Einfliisse auf die Masse des Flammenkerns be-
handelt.

Fiir die Masse m; des durch den Ziindfunken umgesetzten Frischgemisches kom-
men die folgenden Einflussgréflen in Betracht:

L
AmZ:f(plvz,lz,Atz,l—l) (3'89)
7
prvy;  Massenstromdichte (Produkt aus Frischgemischdichte und
mittlerer Geschwindigkeit an der Ziindkerze wahrend
der Funkendauer)

I, Charakteristischer Elektrodenabstand
Aty Funkendauer
l:/l,  Dimensionslose Geometrieparameter der Ziindkerze (i =1,...,k)

Aus Griinden der physikalischen Anschauung wurde hier das Produkt aus Dichte
und Geschwindigkeit an der Ziindkerze anstelle der einzelnen GréfBen als Ein-
flussgrofBBe eingefiihrt, wodurch sich die Anzahl der Einflussgréflen um eins ver-
ringert. Dieser Schritt hat nachtraglich zu keinerlei Widerspriichen gefiihrt.

Die Dimensionsanalyse erfolgt zweckméaBig im {M,L,T }-System (s. Bild 3.32). Aus
Tafel (4) erhdlt man unter Hinzunahme der dimensionslosen Geometrieparame-
ter der Ziindkerze

L

LZZ: (_lj ) (3.-90)
pruz Aty ly Iz
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Bild 3.32: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-89) und Eliminierung
der Spaltenvektoren

Fir eine gegebene Ziindkerze wird der Funktionsausdruck auf der rechten Seite
zu einer Konstanten. Deshalb erhélt man das optimale Ergebnis
A
Tz __c,,. (3.-91)
9 €eo

prvzAty Iy
Diese Gleichung kann noch durch die folgenden Uberlegungen weiter ausformu-
liert werden,

Erstens) Die Geschwindigkeit v; an der Ziindkerze muss mit der weiter vorn ein-
gefiihrten zeitlich-6rtlich mittleren Turbulenzintensitéat v’ zusammenhéngen,
und zwar derart, dass in Zyklen mit groBer Turbulenzintensitat hohe Werte v,
wahrscheinlicher sind als in Zyklen mit niedriger Turbulenzintensitat. Dieser Er-

wartung wird hier tiberschlagig durch den einfachen Gleichungsansatz
v, =Ca, v (3.-92)

entsprochen, worin a, ein zufillig um den Wert Eins verénderlicher Zahlenfak-
tor ist. Der Koeffizient C, sollte von der Lage der Ziindkerze im Brennraum ab-
héngig sein.

Zweitens) Die von der Ziindkerze erzeugte Funkendauer A¢, wird nicht nur von
den geometrischen Daten der Ziindkerze und ihrer rdumlichen Anordnung be-
stimmt, sondern auch von der Zeitspanne, die vor einer Ziindung fir die Energie-
speicherung in der Ziindanlage zur Verfigung steht. Mit zunehmender Motor-
drehzahl nimmt diese Zeitspanne ab, und damit auch die fir die jeweils anste-
hende Zindung verfiighare Ziindenergie. Letzteres wirkt sich verkiirzend auf die
Funkendauer aus. Deshalb wird der Gleichungsansatz

Aty _ exp{_CZAl (i —1)} (3.-93)
A n

eingefiihrt, der einen Abfall der Funkendauer tiber der Drehzahl zum Ausdruck
bringt. Hierin sind die Funkendauer 4t,, (genommen bei einer Referenzdrehzahl
ny) und der Koeffizient C,,, empirische Konstanten der Ziindanlage. Durch Ein-
setzen der Gleichungen (3.-92) und (3.-93) geht Gleichung (3.-91) tiber in

= n
AmZ = CaCGeOAtZO l% OCZ v pI eXp|:—CZA1 (n— —1)j| . (3'94)
0

CZA 2
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Der Ausdruck C,uq mit [Cpy,]=I*T ist eine dimensionsbehaftete empirische
Konstante der Ziindanlage des betreffenden Motors. Dasselbe gilt fir die dimen-
sionslose Konstante C,4; .

3.12 Flammenfaltung bei der Verbrennung im Ottomotor

Dieses Beispiel zeigt, wie es im Wechselspiel mit der experimentellen Erfahrung
durch dimensionsanalytische Uberlegungen gelingt, das Einflussgewicht einer in
Betracht gezogenen Einflussgréfien zu beurteilen.

In Simulationsprogrammen zur Berechnung des Arbeitsprozesses in Ottomotoren
bendtigt man u. a. ein realititsnahes Rechenmodell des in Bild 3.33 skizzierten
zeitlichen Verbrennungsablaufes. Von der Ziindkerze ausgehend durchlauft eine
ithrer mikroskopischen Struktur nach im Wesentlichen laminare Flamme den mit
einem turbulenten Frischgas gefiillten Brennraum bis sie an den Wandungen an-
lauft und dort erlischt.
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Bild 3.33: Turbulente Flammenausbreitung im Ottomotor

Der mikroskopische Zustand des Frischgases ist durch die regellose Bewegung
von Wirbelelementen gekennzeichnet (vergl. Kap. 3.10). Dabei sind die Abmes-
sungen dieser Wirbelelemente deutlich bis erheblich gréBer als die Dicke der
Flamme. Durch die Interaktion der Wirbelelemente mit der anfanglich noch weit-
gehend glatten Flamme wird dieselbe (ohne signifikante Stérung ihrer inneren
Struktur) zunehmend deformiert, gewinkelt, aufgefaltet und eventuell auch auf-
gerissen mit der Folge, dass sich die Flammenoberflache, auf der die Verbrennung
fortschreitet, unter Umstdnden erheblich vergroBert. Dieser Effekt, der zu einem
entsprechend gesteigerten zeitlichen Brennumsatz des Frischgases fiihrt, ist fir
den Verbrennungsablauf in Ottomotoren von ausschlaggebender Bedeutung. Im
Folgenden geht es um die formelméBige Erfassung dieses Effektes.

Zur Quantifizierung der durch die Auffaltung der Flamme vergroBerten Oberfla-
che Ay (in Bild 3.33 rot ausgezogen), auf der die Verbrennung mit der Geschwin-
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digkeit S; fortschreitet, bezieht man diese auf eine in geeigneter Weise festge-
legte glatte Referenzfliache A,.r (schwarz gestrichelt). Der so gebildete Quotient
Apl A, wird als Flammenfaltung bezeichnet. Die als wesentlich erscheinenden
Einflussgrofen hierauf sind im Bild eingetragen:

Ap

= f(',1,,S;,67,4t) I > 61 (3.-95)
Aref
éB A, Flammenfaltung
v’ Zeitlich-6rtlich mittlere Turbulenzintensitat wiahrend der
_ Verbrennung
A Zeitlich-6rtlich mittleres charakteristisches Langenmal3
der Wirbelelemente wéhrend der Verbrennung
St Laminare Brenngeschwindigkeit relativ zum Frischgas
oy, Laminare Flammendicke
At Zeitspanne seit dem Beginn der turbulenten

Flammenentwicklung an der Ziindkerze

Man beginnt hier zweckm&Big mit einer Dimensionsanalyse im {L,T'} -System.

| L T @ | L ®
vl 1 -1 vAt | 1 UALIS]
|10 Lo | 1 LIy,
S| 1 -1 S;At| 1 S, Atl8),
sl 1 0 s | 1

At | 0

Bild 3.34: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-95)

und nachfolgende Eliminierung der 7- und L-Spalte
Mit den nach der sukzessiven Spalteneliminierung erhaltenen Dimensionslosen
folgt der dimensionslose Zusammenhang

AB — F(U’At , l_t’ SLAI:] ) (3'96)
Aref o, oL O
Fir die folgenden Ausfiithrungen ist es hilfreich, diesen Zusammenhang tiber die
Potenzproduktumwandlung

EX Spat S,

= S =
v'At I, v (3.-97)

umzuschreiben in die dimensionstheoretisch gleichwertige Formulierung

A NS I o
=B :F[U_At,l_t, v ] (3.-98)
Aref o, o S

die flr eine stationdre turbulente Flamme tibergeht in
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[A—Bj =G(l_t,£]. (3.-99)
A’"ef stat 51: SL

Im Hinblick auf die Entwicklung eines Gleichungsansatzes zwischen den gefun-
denen Dimensionslosen stehen die folgenden empirischen Sachverhalte zur Ver-
fiigung:

1) Aus experimentellen Untersuchungen ist bekannt, dass sich die Flammenfal-
tung von stationdren turbulenten Flammen recht gut durch den Funktionsansatz

— \X
(A—Bj = 1+c( v j (3.-100)
Aref stat SL

approximieren lasst /z. B. 5/. Dieser Ansatz ist mit dem Ergebnis der Dimensions-
analyse in Gleichung (3.-99) kompatibel. Allerdings tritt hierin die zweite Dimen-
sionslose [, / 5; nicht auf. Dies diirfte bedeuten, dass der Einfluss der Dimensions-
losen lT'/SL dominant ist und dass die Werte ¢ und x in gewissem Malle davon
abhingen, in welchem Wertebereich der [, /5, man sich jeweils bewegt.

2) Aus anderen experimentellen Untersuchungen an instationdren turbulenten
Freiflammen, die durch einen Ziindfunken ausgelost wurden sowie aus Brenn-
untersuchungen in einem Einhubtriebwerk /5/ ist abzuleiten, dass die Flammen-
faltung kurz nach der Ziindung noch in der Ndhe von eins liegt, dann aber mit
zunehmender Zeit degressiv ansteigt in einer Weise, die an die mathematische
Funktion 1-exp(-z) denken lasst. Hierbei miisste z eine deutliche Abhingigkeit
von der Zeit enthalten.

Dementsprechend wird fir die Faltung der instationdren turbulenten Flamme
formuliert

— \X
A—B=1+c(v_j x [l—exp(—lZAt)} . (3.-101)
Aref SL a

a Empirischer Koeffizient (dimensionslos)

ZAt  ,Dimensionslose Zeit“ (der Ausdruck Z ist noch festzulegen)

Dieser Gleichungsansatz erfiillt die zu fordernden Randbedingungen: Fir At=0
ist Ag/ Aref: 1 und fir sehr grofle Zeiten geht die Faltung gegen (Ag/ Aref)

stat -
Zur Bildung des dimensionslosen Terms ZAt im Argument der Exponentialfunk-
tion sind noch einige Uberlegungen erforderlich. Mit Blick auf den dimensionslo-
sen Zusammenhang in Gleichung (3.-98) wiirde man vielleicht ohne Weiteres
ZAt = I?At/é‘L setzen wollen. Hier ist jedoch zu beachten, dass diese Gleichung
durch die zufallig gewédhlte Vorgehensweise bei der Dimensionsanalyse entstan-
den ist und dass sich durch Potenzproduktumwandlung unter den Dimensionslo-
sen im Argument von Gleichung (3.-98) auch andere dimensionstheoretisch
gleichwertige Formen einer ,dimensionslosen Zeit“ ZAt bilden lassen:
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5; I, ’ I, T8y

® @ & @
Die Formen (1) und (2) enthalten eine Abhingigkeit von der Turbulenzintensitit,
weshalb die Zeitspanne bis zum Erreichen des stationédren Falles mit zunehmen-
der Turbulenzintensitat kiirzer wiirde. Im Gegensatz hierzu hétte nach den For-
men (3) und (4) die Turbulenzintensitéit keinen Einfluss auf diese Ubergangszeit.
Da Letzteres physikalisch nicht plausibel ist, wird die weitere Auswahl auf die
beiden ersten Formen beschriankt. Das in der Form (2) auftretende turbulente
Langenmal ist von vornherein wegen der Bedingung fiir den Bereich der ,gefal-
teten Flammen® [, > &; von kleinen Werten ausgeschlossen. Zunehmende Werte
des turbulenten Lingenmales oberhalb dieses unscharfen Grenzbereiches wiir-
den die zeitliche Entwicklung der Faltung behindern und in Richtung auf eine
Verldangerung der Zeitspanne bis zum Erreichen des stationédren Falles wirken.
Dies erscheint physikalisch plausibel, so dass die Form (2) in Betracht zu ziehen
ist. Dasselbe gilt hinsichtlich der Form (1), nach der diinne Flammen die Faltung
fordern und damit den Ubergang zum stationdren Fall beschleunigen sollten. Zur
Entscheidung zwischen den beiden Formen (1) und (2) sind weitere Untersuchun-
gen erforderlich. Dabei sind noch die hervorstechenden Unterschiede zwischen
diesen Formen zu vermerken. Die Form (2) enthilt nur Parameter des Turbulenz-
feldes, in dem die Flammenausbreitung erfolgt. Dagegen gehen in die Form (1)
tber die Flammendicke (vergl. Kap. 3.9) auch Stoffgréen und insbesondere die
Dichte des Gasraumes in die zeitliche Entwicklung der Auffaltung ein. Mit Glei-
chung (3.-75) kann die Form (1) der ,,dimensionslosen Zeit“ umgeschrieben wer-

_|v'At viat Sp At Sp At
ZA“{ } (3.-102)

den in

= S;c. vAt (T, \F
VAt _ 1 PSLCpu [_bj , (3.-103)

5 W AT

U u
wonach eine zunehmende Dichte die Flammenfaltung beschleunigen sollte.

Zur Entscheidungsfindung zwischen den beiden Formen (1) und (2) wurden soge-
nannte Brennverlaufsauswertungen der an einem Serien-Ottomotor bei unter-
schiedlichen Lasten und Drehzahlen gemessenen (im Rahmen der Arbeitsspiel-
variationen mittleren) Druckverldaufe tiber dem Kurbelwinkel durchgefiihrt. Die
Ergebnisse dieser Auswertungen wurden dann mit dem eingangs erwahnten Si-
mulationsprogramm der ottomotorischen Verbrennung nachgerechnet, in dem die
Gleichung (3.-101) zur Beschreibung der Flammenfaltung implementiert wurde.
Durch eine Abstimmung der zu der Form (1) bzw. der Form (2) gehérigen unbe-
stimmten Koeffizienten wurde sodann versucht, eine méglichst gute Ubereinstim-
mung zwischen den Versuchsergebnissen und der Nachrechnung zu erzielen.

Die dabei zur Bestimmung der Flammenfaltung erforderliche Bezugsfliche A,
wurde so festgelegt wie in Bild 3.33 skizziert: als die Oberflache einer gedachten
Kugelflamme, wie sie sich (aus Symmetriegriinden) bei der Flammenausbreitung
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in eine ruhende Gasatmosphére einstellen wiirde. Der Radius der Kugel (Mittel-
punkt am Ziindort) wird dabei stets so bemessen, dass das von ihr aus dem Brenn-
raum ausgeschnittene Volumen gleich dem momentanen Verbrennungsgasvolu-
men hinter der Flamme ist. Die dann auf der Kugel von der Brennraumberandung
ausgeschnittene Durchdringungsflache ist die Referenzfliache.

Bild 3.35 zeigt die Untersuchungsergebnisse, die mit der Form (1) der ,,dimensi-
onslosen Zeit“ erhalten wurden. Der zeitliche Verlauf der Flammenfaltung be-
stimmt die Anstiegsflanke und das Maximum eines Brennverlaufes. Es ist zu er-
sehen, dass in dieser Hinsicht fiir alle Motorbetriebspunkte BP I - 6 eine zufrie-
denstellende Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Druckverlaufsaus-
wertung (gestrichelte Linienzilige) und denen der Nachrechnung mit dem Simula-
tionsprogramm (ausgezogene Linienzilige) zu erreichen war. Dabel wurde die fol-
gende Abstimmung der Koeffizienten in der Gleichung fiir den zeitlichen Verlauf
der Flammenfaltung gefunden:

X —
A > ,
—B:1+c( v J {l—exp(—lvé‘tﬂ  (c=4,0; x=0,785; a=900). (3.-104)

Aref SL a §L
n=1000 min-1 7=3000 min-1 n=5000 min-1
0,08 i | |
BP2 BP 4 | BP6
- 0,06 % 4 3
oo
= 0.04 -
g <
s 0,02 L
:§ M
£ 0 = :
=
g 0,08 | | |
.E BP 1 BP 3 BP5
E 0706 * # +
> i3 £l %
o
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s /I I\ |2
0,02 f \ E=
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Bild 3.35: Brennverlaufsauswertungen an einem Vierventil-Serien-Ottomo-
tor (Betriebspunkte BP I - 6); Versuchsergebnisse (gestrichelt) und Nach-
rechnung mit der Form (1) der ,,dimensionslosen Zeit“ (ausgezogen).

(Zu BP 2: Die Verbrennung ist durch eine milde Selbstziindung tiberlagert)

Die zu den Betriebspunkten BP I - 6 gehorigen zeitlichen Verlaufe der Flammen-
faltung sind in Bild 3.36 dargestellt.
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Bild 3.36: Zeitliche Verlaufe der Flammenfaltung fir die
Motorbetriebspunkte BP I - 6 in Bild 3.35

Offenbar wird der Verlauf der Flammenfaltung tiber der Zeit in sehr starker
Weise durch die Motordrehzahl, aber auch noch durch die Last beeinflusst. Dabei
wirken steigende Motordrehzahlen tiber eine mit der Drehzahl zunehmende Tur-
bulenzintensitdt, und erhohte Lasten tiber eine damit verbundene Dichtezu-
nahme wihrend der Verbrennung. Hier wird deutlich, dass die Formen (3) und
(4) der ,dimensionslosen Zeit“, in denen die Turbulenzintensitédt gar nicht vor-
kommt, zu Recht unberiicksichtigt geblieben sind.

Mit der ebenfalls in Betracht gezogenen Form (2) lasst sich unter der Annahme
E ~ konst der Drehzahleinfluss auf den zeitlichen Faltungsverlauf praktisch ge-
nauso gut beschreiben wie mit der Form (1), allerdings nur bei anndhernd kon-
stanter Last. Dies liegt daran, dass die Form (2) keinen signifikanten Einfluss der

Dichte enthalt, die mit der Last verdnderlich ist.

Nach dem vorstehend aus dem Vergleich Rechnung/Messung erhaltenen Ergebnis
in Gleichung (3.-104) ist in dem hier gegebenen Zusammenhang das mittlere tur-
bulente Langenmal Zweitgehend irrelevant. Wenn man diese Grofle aus der Ein-
flussgroBenliste (3.-95) streicht, fiihrt eine neue Dimensionsanalyse unter der
Forderung, dass die dimensionslose Zeit im Exponentialterm die mittlere Turbu-
lenzintensitat enthalten muss, direkt auf die Gleichungsform (3.-104).
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3.13 Durchbiegung des Freitragers

Die Formel fir die Durchbiegung am freien Ende eines Freitragers ist aus Ta-
schenbiichern zu entnehmen:

/ ¥ 2
E I fm 1FI
i \ am o -
[ —

Die Behandlung dieses Beispiels mit bekanntem Ergebnis soll zeigen, dass es
manchmal einiger Uberlegung bedarf, um dasjenige GrundgréBensystem zu fin-
den, in dem die Dimensionsanalyse beziiglich einer vorgelegten Einflussgrof3en-
liste zu einem optimalen Ergebnis fihrt.

Aus der vorstehenden Gleichung liest man die Einflussgriéf3enliste fiir die Durch-
biegung ab:

f,=8F,l,E,I) (3.-106)
fm Durchbiegung am freien Ende
F Angreifende Kraft am freien Ende
[ Lange des Freitragers
E Elastizitatsmodul des Tragermaterials
1 Flachentragheitsmoment des Tragers

In Bild 3.37 sind die zu der vorstehenden EinflussgréBenliste im {M,L,T} - bzw.
im dquivalenten {F,L,T}-System gehérigen Dimensionstafeln dargestellt. Hier
zeigt es sich, dass im {F,L,T} -System die Zeit als GrundgréBe nicht bendotigt
wird, so dass die Behandlung im {F,L}-System fortgefithrt werden kann. Eine
Dimensionsanalyse liefert in beiden Grundgroensystemen denselben dimensi-
onslosen Zusammenhang, z. B.

ﬁi:Gfli3EJ . (3.-107)
[ EI2 1
M L T F L T
1o 1 o |70 1 0
Fl1 1 -2 Fl1 0 o0
l 0 1 0 [0 1 0
FE 1 -1 -2 El 1l -2 0
1o 4 o0 1o 4 o0

Bild 3.37: Dimensionstafeln zu Gleichung (3.-106)

Dieses Ergebnis steht offensichtlich nicht mit der bekannten Gleichung (3.-105)

in Einklang. Durch die Potenzproduktumwandlung
F I* FP

ALY i 3.-108
22 1 EI ( )
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kann zwar das auf der rechten Seite der Durchbiegungsformel stehende Potenz-
produkt gebildet werden, es lasst sich aber nicht mit Bestimmtheit erschlielen
und aullerdem hat die Dimensionsanalyse gegeniiber der Durchbiegungsformel
ein Potenzprodukt zu viel ergeben.

Nach diesem Sachverhalt sollte es mdglich sein, ein anderes GrundgréBensystem
anzugeben, in dem die Dimensionsanalyse auf ein Resultat fiihrt, das mit der
Durchbiegungsformel (3.-105) zusammenpasst. In dieser Hinsicht hilft ein nihe-
rer Blick auf die Definitionsgleichung fiir das Flachentriagheitsmoment

I= jx2dA - x2A (3.-109)
A

weiter, worin x den senkrechten Abstand des Flachenelementes dA zur Trager-
achse bezeichnet. Die Integration ist tiber die Querschnittsflache des Tragers aus-
zufiithren.

Man bemerke nun, dass die Grof3e der in das Flachentragheitsmoment eingehen-
den Querschnittsflache A weder mit den Abstandskoordinaten x noch mit den
sonstigen problemrelevanten Léngen in der EinflussgroBenliste (3.-106) in ir-
gendeinem Zusammenhang steht. Deshalb kann hier die Flache A als eine zusatz-
liche GrundgroBenart aufgefasst werden, und zwar ohne dass die Einfiihrung ei-
ner Dimensionskonstanten erforderlich ware. Dasselbe gilt hinsichtlich der Defi-
nitionsgleichung fiir den Elastizitdtsmodul

g-o_-r (3.-110)
e Ag

in den die Querschnittsfliche A in analoger Weise eingeht (o und ¢ bezeichnen

die Spannung bzw. die Dehnung).

Die Dimensionsanalyse ist nun in einem {F,L, A} -System erneut durchzufiihren,
in dem das Flachentragheitsmoment nicht mehr die Dimension Lt (vergl. Bild
3.37), sondern die Dimension [[] = I?A hat. Die Dimension des Elastizitdtsmo-
duls erfihrt eine analoge Anderung in [E]=FA™!.

In Bild 3.38 sind die zur EinflussgroBenliste (3.-106) gehérige Dimensionstafel (1)
im {F,L,A}-System und rechts anschliefend die Schritte zur sukzessiven Elimi-
nierung der Spaltenvektoren dargestellt.

MIF L A| |@|F L 3 |F @ |
fm | O 1 O] [/, ]0 1 £, 1] 0 £l
1[0 1 0 1o 1 5

E|l1 o -] |gr| 1 of BT

Ilo 2 1

Bild 3.38: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-106) im {F,L, A} -System
und Eliminierung der Spaltenvektoren
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Das Ergebnis der Dimensionsanalyse

fﬂ:G[F—lZ] (3.-111)
[ EI

entspricht nun voll der Durchbiegungsformel (3.-105).

Es sei noch vermerkt, dass der Elastizitatsmodul £ und das Flachentragheitsmo-
ment [ offensichtlich nur als Produkt in einen elastizitdtstheoretischen Sachver-
halt eingehen konnen, weil sonst die A-Spalte in der Dimensionstafel (1) nicht
eliminiert werden kann. Das Produkt EI wird als , Biegesteife” bezeichnet. Diese
zusammengesetzte GréBe hat im {F,L} -System die Dimension [EI ]:FL2, im
{M,L,T} -System ist hingegen [EI]= ML*T 2.

Anmerkung: Eine Entwicklung, die zu demselben Ergebnis fithrt, kann auch in
einem (auf den ersten Blick etwas befremdlich erscheinenden) {F,L;,L,}-System
erfolgen, in dem zwei unterschiedliche Kategorien von Langen als Grundgréf3en-
arten eingefiihrt werden. Die Lidngen L, der ersten Kategorie umfassen die wei-
ter oben fir die Bildung des Flachentriagheitsmoments verwendeten Abstandsko-
ordinaten x und die problemrelevanten Léngen in der EinflussgréBenliste (3.-106)
. Zu den Léngen L, der zweiten Kategorie gehtren hingegen die Abmessungen,
die die Querschnittsflache A des Tragers festlegen. In diesem alternativen Grund-
groflensystem hat das Flachentriagheitsmoment die Dimension [[]= L%L% und
der Elastizitdtsmodul die Dimension [E]=F L_z2 .

3.14 Eigenfrequenz eines eingespannten Stabes

Der zu untersuchende Sachverhalt wird durch die untere Skizze verdeutlicht.

Anzahl
der Knoten

—— = =3

usw.
Bild 3.39: Schwingungsfille des eingespannten Stabes

Fir die Eigenfrequenz des skizzierten Stabes gilt die Einflussgrofenliste

fe:g(l7paE71)' (3'112)
f, Eigenfrequenz
[ Lange des Stabes
Yo, Dichte des Stabmaterials
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E Elastizitatsmodul des Stabmaterials
1 Flachentragheitsmoment des Stabes

Gemal dem gegen Ende des vorhergehenden Kapitels gezogenen Schluss kénnen
hier der Elastizitatsmodul und das Flachentragheitsmoment nur in Form der Bie-
gesteife, d. h. als Produkt EI eingehen. Deshalb vereinfacht sich die Einflussgro-
Benliste auf

f,=h(l,p,EI). (3.-113)

Die Dimensionsanalyse ldsst sich nun sehr leicht im {M,L,T'} -System durchfiih-
ren. Im nachstehenden Bild 3.40 sind die hierzu erforderlichen Schritte darge-
stellt.

O|M L T||@ |M L ® |M @ |
£, 0 0 -1| |f2/EI|-1 -3| |f2PIEI |-1| | f%pi®
Il o 1 0 Il o 1 o3| 1 EI

pl 1 -3 0 pl 1 -3

EI| 1 3 -2

Bild 3.40: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-113) im {M,L,T} -System
und Eliminierung der Spaltenvektoren

Hiernach gilt fir die gesuchte Eigenfrequenz

EI
1=Ck.|—% - (3.-114)

pl
Die Konstante Cx hangt von der Schwingungsform, d. h. von der Anzahl K der
Knoten ab (vergl. Bild 3.39) und muss experimentell oder analytisch bestimmt

werden.

3.15 Luftwiderstand eines PKW

Ein Fahrzeug (z. B. PKW in Bild 3.41) erfahrt bei der Stra3enfahrt einen Luftwi-
derstand. Die hierfiir malligebenden EinflussgroBen sind in der Skizze eingetra-

gen.
Weitere Lingen-

p abmessungen
Breiteb l (L —

(—4}

s

Bild 3.41: Luftwiderstand eines PKW bei Stralenfahrt

Hiernach gilt fiir den Luftwiderstand die folgende EinflussgroBenliste:
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WL =f(vap’777h b ll . lij (3'115)

’ Z 9% PRERE) h,
443 Luftwiderstand
v Fahrgeschwindigkeit
Yo, Luftdichte
n Dynamische Viskositat der Luft

h,b Hohe und Breite des Fahrzeugs (Kastenmale)
l;,...,l, Weitere Langenmalle zur detaillierten Beschreibung
der relevanten Fahrzeugabmessungen

In der obigen Einflussgrof3enliste wurden bereits die Geometrieparameter, aus-
genommen die Fahrzeughoéhe, durch Division mit derselben dimensionslos ge-
macht. Hiernach erhélt man fiir die verbliebenen dimensionsbehafteten Einfluss-
gréfBen die in Bild 3.42 links stehende Dimensionstafel im {M,L,T'} -System.

OlM LT @ |M L 3@ |M @ |
Wr | 1 1 -2| |Wp/v® | 1 =1| |Wph/v®| 1| |W,/pv*h®
vl 0 1 -1 1 -3 ph®| 1 vhpln
pl 1 -3 0 nlv| 1 -2 nh%v| 1

nl 1 -1 -1 hi 0 1

Al 0 1 0

Bild 3.42: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-115) und nachfolgende
Eliminierung der Spaltenvektoren

Nach der Eliminierung der Spaltenvektoren folgt unter Hinzunahme der bereits
in Gleichung (3.-115) erhaltenen Dimensionslosen der dimensionslose Zusam-
menhang

VZL - =F(Uhp,9,l—1,...,l£] . (3.-116)

Durch Multiplikation mit 2A/b6 und durch Einfithrung der Referenzflache A=bh
lasst sich diese Gleichung umschreiben in

2 W :F*[@,Q,l—l,...,lij . (3.-117)
pv2A n hh h

—

Cw

Hierin ist ¢y der bekannte Luftwiderstandsbeiwert. Die erste Dimensionslose in
der Klammer ist von der Struktur her eine Reynoldszahl.

Im Hinblick auf einen projektierten, d. h. noch nicht existenten PKW werden oft-
mals Widerstandsmessungen an einem verkleinerten Modell im Windkanal
durchgefiihrt, die Aufschluss tiber den Luftwiderstandsbeiwert des auszufiihren-
den PKW geben sollen.

Dabei gilt analog zu Gleichung (3.-117) mit den durch eine hochgestellte Tilde ge-
kennzeichneten Modell- und Windkanaldaten
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Lh (3.-118)
h h h

Die Funktion F* ist in beiden Gleichungen dieselbe. Folglich wird der cy, -Wert
des auszufithrenden PKW mit dem am Modell gemessenen Wert ¢y, libereinstim-
men, wenn dasselbe auch fiir die Werte aller Dimensionslosen in den Argument-
klammern der Gleichungen (3.-117) und (3.-118) der Fall ist. Fir die Werte der
dimensionslosen Léngenverhaltnisse lasst sich dies erreichen, indem das Modell
geometrisch dhnlich zu dem auszufithrenden PKW hergestellt wird. Zur Uberein-
stimmung der beiden Reynoldszahlen
ohp vhp

n n

missen die dimensionsbehafteten GréBen in der links stehenden Zahl in geeigne-
ter Weise gewdhlt werden. Dabei erfordert ein relativ kleines Modell (wegen
Oh~ konst) auf jeden Fall eine dementsprechend hohe Stromungsgeschwindig-
keit im Windkanal. Inwieweit man auch iiber die Dichte und die dynamische Za-
higkeit in den Wert der Reynoldszahl eingreifen kann, hingt von der Ausfithrung
des zur Verfiigung stehenden Windkanals ab.

(3.-119)

3.16 Risswachstum bei schwingender Beanspruchung

Im Schrifttum zur Bruchmechanik findet man die nachstehende empirisch ermit-
telte Gleichung von Paris u.a., die unter gewissen Voraussetzungen die Riss-
wachstumsgeschwindigkeit in Werkstoffproben bei schwingender Beanspru-
chung beschreibt.

m
3—; - C[Aax/zra f(%ﬂ (3.-120)
a Risslange
N Lastspielzahl
Ao Nennspannungsausschlag
W Nennprobenabmessung

C,m  Proben/ Werkstoffparameter

Geméal der obigen EinflussgréBenliste fiir die Risswachstumsgeschwindigkeit
dal/dN ist die dimensionsanalytische Untersuchung des Problems zweckmafig
in einem {F,L}-System durchzufiihren.
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Hierbei ist zunichst festzustellen, dass die Gleichung keine korrekte physikali-
sche Gleichung darstellen kann. Bei dem auf der rechten Gleichungsseite auftre-
tenden Potenzausdruck handelt es sich ndmlich nicht um eine dimensionshomo-
gene Funktion, weil die anscheinend zugehorige Dimension

HAG\/E f(%ﬂm} - LI;Z'” (3.-121)

in unzulédssiger Weise von einer EinflussgroB3e des Problems (dem Werkstoffpara-
meter m) abhéngig ist, d. h. der Ausdruck besitzt faktisch gar keine physikalische
Dimension (vergl. Gleichung (1.-7)).

Im Folgenden soll der Versuch einer Korrektur der Gleichung (3.-120) unternom-
men werden, die diesen Fehler vermeidet.

Eine Uberlegung zu den wahrscheinlich maBgebenden Einflussgrofien auf die
Risswachstumsgeschwindigkeit fiihrt auf den Einflussgroflenzusammenhang

da I I E weitere
—— =g|AF,F,,l;,%,...,, Rpy o, ,... Werkstoff- und |. (3.-122)
dN L L " Ry Gefiigeparameter

AF Kraftausschlag im Pulsversuch
F Mittlere Kraft im Pulsversuch
l;...1, Geometriedaten der Probe
R,yo Dehngrenze

E Elastizitatsmodul

In diesem Fall ist eine Dimensionsanalyse im {F,L} -System sehr leicht durchzu-
fiihren. Ohne besondere Rechnung schlieit man auf

1 da GL AF  AF a

= o 2T, Ty | (3.-123)
LdN | Rpy, 2 Fy 'Ly ]

Hierin bezeichnen II; die Gesamtheit der dimensionslosen Geometrieparameter
der untersuchten Probe und IIj; die Gesamtheit der relevanten dimensionslosen
Werkstoff- und Gefligeparameter.

Mit Blick auf die Gleichung von Paris wird als neuer, nun dimensionshomogener
Gleichungsansatz formuliert

1/2 m(1lg, )
_AF (a] f(“ﬂ , (3.-124)
R

P0,2 112 ll ll

1 da
=2 _cdl,,
l, dN (g, )

in dem nun auf der linken und der rechten Seite dimensionslose Ausdriicke ste-
hen. Hierbei blieb die Dimensionslose AF'/F,, unberiicksichtigt, weil die Mittel-
kraft F, in der Gleichung von Paris nicht vorkommt und deshalb eventuell prob-
lemirrelevant ist.
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3.17 Gemischbildung am Einspritzstrahl

Betrachtet wird der vereinfachte Fall einer Kraftstoffeinspritzung in eine ru-
hende inerte Gasatmosphéire von Raumtemperatur, bei dem keine Verbrennung
und nahezu auch keine Verdampfung stattfinden kann. Unter diesen Randbedin-
gungen werden hiufig experimentelle Untersuchungen zur Dieseleinspritzung
durchgefiihrt, um die erheblich komplizierenden Einfliisse der Verdampfung und
der Verbrennung auf die Strahlausbildung auszuschalten.

g

Bild 3.43: Einflussgroflen bei der Einspritzung in eine ruhende inerte
Gasatmosphére von Raumtemperatur

Fir die den Einspritzstrahl kennzeichnenden zeitabhéangigen Gréfen - den mitt-
leren Tropfendurchmesser, die Strahleindringtiefe und den Strahlwinkel - gelten
die folgenden relativ einfachen Einflussgro3enzusammenhénge

dp = h
S = f2 (AVB7 AtE , AL, Da la PB-1MB>0RB> pg > ng) > (3_125)
mit den Bezeichnungen:
d, Mittlerer Tropfendurchmesser, gebildet nach einer bestimmten
Vorschrift
S Strahleindringtiefe
0 Strahlkegelwinkel

AVy  Einspritzvolumen

Aty Einspritzdauer

At Zeitspanne seit Strahlaustritt

D Spritzlochdurchmesser

[ Spritzlochlange

PB Kraftstoffdichte

ng Dynamische Viskositit des Kraftstoffes

op Spezifische Oberflidchenspannung des Kraftstoffes
Pg Gasdichte

Ng Dynamische Viskositat des Gases

Die Dimensionsanalyse erfolgt zweckméaBig in einem {M,L,T} -System. Einige
der Einflussgroflen in der vorstehenden Liste lassen sich schon ohne Rechnung
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zu offensichtlichen Dimensionslosen verbinden, d. h. die Gleichungen (3.-125)
konnen umgeschrieben werden in

dn = h At ! Pe g
S =f2 AVBaAtEH_’D’B’pB’/uBaGBa_’_ . (3'126)
0 =1, At PB B

Fir den mittleren Tropfendurchmesser und die verbliebenen dimensionsbehafte-
ten EinflussgroBen ist die zugehorige Dimensionstafel (1) im unteren Bild darge-
stellt.

@|mM L T @ |m L ® |Mm @
d,| 0 1 0 d | 0 1 d,/ID| 0 d, /D

AVg| 0 3 0 AVz | 0 3 AVRID? | 0 AV D?
Atg | 0 0 1 Atpng 1 -1 AtgngD | 1 AtpogingD
D| 0 1 0 D| 0 1 ppD? | 1 prDoging
pg| 1 -3 0 pg| 1 -3 | |ogmiD* | -1

ng 1 -1 -1 O'B/n% -1 2

og| 1 0 -2

Bild 3.44: Dimensionstafel (1) zu der Beziehung fiir den mittleren Tropfen-
durchmesser in Gleichung (3.-126) und Eliminierung der Spaltenvektoren

Hinsichtlich der Strahlreichweite und des Strahlwinkels ist analog zu verfahren
mit dem Ergebnis, dass sich die Gleichungen (3.-126) auf die dimensionslosen Zu-
sammenhinge

d

n _ @

D

5 _F AVf A58 ,”BZZ“B, At L P g (3.-127)
D D’ ngD  py Aty D pp g

verdichten lassen. Diese Beziehungen lassen sich mit der Potenzproduktumwand-
lung

-1
AV X(AtEGBJ ppDog _ AV pp (3.-128)
D\ ngD ng  AtgDng
umschreiben in
d
_m _ F1
D
A A D
S _ |4V AVees py Jop Al L P He | (3.-129)
D D3 AtEDnB ng AtE D PB HpB
9 = F3
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womit der Erwartung Rechnung getragen wurde, dass mit der Einspritzrate
AVplAty eine einflussgewichtige Dimensionslose zu bilden sein sollte. Fiir den
mittleren Differenzdruck Ap, der sich widhrend der Einspritzung tber dem
Spritzloch einstellt, gilt im Wesentlichen die Einflussgrof3enliste

Ap = g(AVp, Aty D, pg.np) - (3.-130)

Mit Blick auf die dimensionslosen Gruppen in Gleichung (3.-129) lasst sich das
Ergebnis einer Dimensionsanalyse auch ohne Rechnung angeben:

Ap pp D* :G(AVB AVg pp j
3 D? AtgDng

Die Dimensionslosen in der Argumentklammer stehen auch in der Argumentliste
der Gleichungen (3.-129), sodass man in den Letzteren die in der Klammer an

(3.-131)

zweiter Stelle stehende ,dimensionslose Einspritzrate® durch die in Gleichung
auf der linken Seite stehende ,,dimensionslose Druckdifferenz“ austauschen kann:

Il
=

Il
%

(3.-132)

D? n ng Aty D pg np

> ol

Il
o

Diese Formulierung verkniipft die kennzeichnenden Strahlgrélen mit dem Ein-
spritzdruck.

In der Literatur sind verschiedene experimentelle Untersuchungen zur Ermitt-
lung des mittleren Tropfendurchmessers, der Strahleindringtiefe und des Strahl-
kegelwinkels in Abhéngigkeit von bestimmenden Einflussgréf3en bekannt gewor-
den. Die als Ergebnis dieser Arbeiten aufgestellten Funktionsansétze sind aller-
dings oftmals aus dimensionstheoretischer Sicht mehr oder weniger unbefriedi-
gend, d. h. die Gleichungsurheber haben (offenbar in Unkenntnis der dimensions-
theoretischen Grundlagen) gar nicht erst den Versuch unternommen, die fir ihr
Problem relevanten dimensionslosen Gruppen zu ermitteln, um dann ihre Glei-
chungen aus denselben aufzubauen.

Im Folgenden wird der Versuch unternommen, beispielhaft einige Funktionsan-
satze aus der Literatur nachtraglich so zu ergénzen, dass sie mit den Gleichungen
(3.-132) vereinbar sind.

- Strahleindringtiefe
Nach /9/ gilt
90,3 -0,008 0,5 016
S-11 LAP ,0129 D j (D ,0]_2 op ] LP_BJ (ij 41055 (3.-133)
B B Pg D
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Diese Gleichung verwendet zwar weitgehend, aber eben nicht ausschlieBlich di-
mensionslose Gruppen der physikalischen Einflussgrof3en des Problems. Mit der
Zahl 1,1 enthalt sie zudem eine offenbar nicht erklarte dimensionsbehaftete Kon-
stante, was darauf zuriickzufithren sein diirfte, dass die Verbindung mit den Ex-
perimenten nicht in optimaler Weise gelungen ist. In diesem Fall kann aber wahr-
scheinlich recht einfach auf die Form

0.3 -0,008 0,5
S [ 4ppp D* D pg og [P_B ] (Ljo’lﬁ (ﬂjo’% (3.-134)

korrigiert werden, die mit Gleichung (3.-132) in Einklang steht und in der die
(nicht mehr mitgeschriebene nun leider unbekannte) multiplikative Konstante
dimensionslos ist.

- Strahlkegelwinkel
In /10/ wird die Beziehung

tang ~ DO-308 40,0094 p§’335, (3.-135)

angegeben, die offensichtlich ohne nihere Uberlegung zu den relevanten Einfluss-
groflen und ohne jede Beriicksichtigung von dimensionstheoretischen Aspekten
entstanden ist. Der Gleichungsurheber hat wohl in seiner Versuchseinrichtung
einfach die auf der rechten Seite stehenden Einflussgréfen in einer gewissen
Bandbreite variiert und dabei den jeweils zugehorigen Strahlkegelwinkel notiert.
Anschlielend hat er mit Hilfe eines geeigneten Rechenprogrammes seine Ver-
suchsdaten durch den obigen Gleichungsansatz approximiert. Die an eine physi-
kalische Gleichung zu stellende Anforderung der Dimensionshomogenitit ldsst
sich hier nur dadurch erfiillen, dass man in Gleichung (3.-135) eine multiplikative
Dimensionskonstante C mit [C]= [P202 p0:34447p-0,0188 ;) {M,L,T} -System
einfligt, die allerdings zum Ausdruck bringt, dass etliche nicht erkannte Einfluss-
groflen in unkontrollierter Weise in die Gleichungsformulierung eingegangen
sind. Damit kann es sich bei der Gleichung nicht um eine allgemeingiiltige physi-
kalische Beziehung zwischen den genannten Einflussgré3en handeln.

Hinsichtlich der nach Gleichung (3.-135) sehr starken Abhingigkeit des Strahl-
kegelwinkels vom Diisenlochdurchmesser, die durch Resultate von anderen For-
schungsstellen nicht bestatigt wird, flihren die Gleichungsurheber aus, dass sie
ithre Untersuchungen bei konstanter Disenlochlinge durchgefithrt haben und
dass ihre Gleichung deshalb eigentlich den Einfluss des Verhéaltnisses [/D zum
Ausdruck bringt. Hiernach und mit Blick auf Gleichung (3.-132) diirfte die Glei-
chung (3.-135) auf die Form

-0,508 90,0094 0,335

’ A l

tang ~ (%) (%J [ﬁ—gj (3.-136)
nB B
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zu korrigieren sein. Die nun dimensionslose multiplikative Konstante bliebe al-
lerdings noch zu ermitteln.

- Mittlerer Tropfendurchmesser
In /11/ wird fir den mittleren Tropfendurchmesser (ermittelt nach der sogenann-
ten Sauter-Methode) angegeben

dr(nS) —A Ap—0,135 p§,121 AVg’lgl. (3_137)

Fir diese Gleichung gilt die vorstehende Kritik in gleichem Mal3e 7.

Wahrscheinlich hat der Gleichungsurheber seine Untersuchungen ohne Variation
der Diisenlochgeometrie durchgefiithrt. Nach Sichtung der in der Literatur wei-
terhin verfiigharen Aussagen zu Einflissen auf den Sauter-Durchmesser er-
scheint die korrigierte Beziehung

S 0,135 0,121 0,131
o (3 [ Pg. j ( AVy j (3.-138)

angebracht, die auch den Einfluss des Diisenlochmessers in annéhernder Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen von anderen Forschungsstellen zum Ausdruck
bringt.

3.18 Zyklon-Staubabscheider

An dem geometrisch 4hnlich im Mallstab 1:a verkleinerten Modell eines geplan-
ten Zyklon-Staubabscheiders (siehe Skizze in Bild 3.45) soll durch Messungen die
Eintrittsgeschwindigkeit in den Abscheider ermittelt werden, die zur Erzielung
eines bestimmten Abscheidegrades erforderlich ist.

In der o. g. Skizze sind die wesentlichen Einflussgréf3en eingetragen, die den in-
teressierenden mittleren Durchmesser d, der Partikel im austretenden Luft-
strom bestimmen. Dabeil wurde vorausgesetzt, dass die Stromung durch den Stau-
babscheider als anndhernd inkompressibel angesehen werden kann. Dann lautet
die Einflussgrofenliste:

d2:f(d1>wL7pLa77L7p83CWS7D’li/D) (3'139)

Hierin bezeichnen

d;,dy <d; Mittlere Partikeldurchmesser im ein-bzw. austretenden
Luftstrom. Der Quotient d,/d; kennzeichnet die Abscheide-
leistung und wird hier als Abscheidegrad bezeichnet

wr Eintrittsgeschwindigkeit der Luft

Py, Dichte der eintretenden Luft

7 Leider sind derart unbefriedigende Gleichungsformulierungen des Ofteren in der ingenieur-
wissenschaftlichen Literatur zu finden.
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ny, Dynamische Viskositdt von Luft

Ps Dichte der Staubpartikel
Cws Luftwiderstandsbeiwert der Staubpartikel (dimensionslos)
D Durchmesser am Beginn der Trennstrecke
; Langenabmessungen zur Beschreibung der konstruktiven
Ausfiihrung des Abscheiders (i=1,...,n)
dy
Eintritt 171 Austritt

[

dy 1T

Trennstrecke

Abgeschiedene
Staubpartikel

Wr,PL>MNr,

PsCws

D
Bild 3.45: Skizze eines Zyklon-Staubscheiders

Die in der Trennstrecke des Abscheiders durch die Fliehkraft ausgeloste Bewe-
gung der Staubpartikel zur Wand wird durch den Luftwiderstand gehemmt. Des-
halb war der Luftwiderstandsbeiwert der Partikel als Einflussgrofle zu bertick-
sichtigen. In der EinflussgréBenliste wurden anstelle der einzelnen Léangenab-
messungen /; die bereits offensichtlich dimensionslosen Quotienten /;/D verwen-
det, die bei der Aufstellung der im {M,L,T} -System zu Gleichung (3.-139) geho-
rigen Dimensionstafel (1) in Bild 3.46 nicht beriicksichtigt werden mussten.

/M L T|| @ |M L ® |M @
d,| 0 1 0 d,| 0 1 dy,/D| 0 dy/D
d| 0 1 0 d| 0 1 d/D| 0 d, /D
wr, | 0 1 -1 |wg/n;, |-1 2 wy In, D* | -1 wrprDing
pr| 1 -3 0 pr| 1 -3 oD | 1 ps!pr
| 1 -1 -1 ps| 1 -3 |

ps| 1 -3 0 D| 0 1 ps

D/ 0 1 0

Bild 3.46: Dimensionstafel (1) zu Gleichung (3.-139) und nachfolgende
Eliminierung der Spaltenvektoren
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Mit der Potenzproduktumwandlung

d_zxii):di (3.-140)
p\D) "4 '

und unter Hinzunahme der offensichtlichen Dimensionslosen in Gleichung
(3.-139) erhalt man den dimensionslosen Zusammenhang

D L
d—ZZF(i,%,p—S,Cws,—LJ ) (3.-141)
d D n, pp D

In dieser Gleichung wurden die Bezeichnungen der kennzeichnenden GréBen der
geplanten Ausfiihrung des Zyklon-Staubabscheiders verwendet. Unter der Vo-
raussetzung von gleichen Stoffwerten und annédhernd kugelférmigen Staubparti-

keln (cyg = konst ) gilt mit den mit einer Tilde tiberstrichenen modellspezifischen
Groflen

d 1, ;. p; D I,
N_zzp(i,wLPL ’p_S’CWS’_lj . (3.-142)
d D n, pL D
Die Funktion F' ist in den beiden vorstehenden Gleichungen dieselbe. Deshalb
miussen fir einen vorgegebenen Wert ¢ des Abscheidegrades, d. h. fir
dy, d
2-"2_¢
d 4
alle Dimensionslosen in den Argumentklammern der Gleichungen (3.-141) und
(3.-142) tibereinstimmen. Hieraus leitet man ab:

(3.-143)

ph_dh_de | G 4 (3.-144)
D D D o

d. h. fir die Messungen wird ein Modellstaub mit 1/« -facher KorngréBe
benotigt.

wg, prD _ oy pr, D _ wr,prD
L L nLo

Die fiir die Planung zu veranschlagende Luftgeschwindigkeit am Eintritt des Ab-
scheiders betragt folglich das 1/« -fache der am Modell gemessenen.

3.19Geometrisch ahnliche Flachen und Korper
Fir Flachen gelten die EinflussgroBBenzusammenhénge
A=f

U-f, (hlyseo by sl (3.-146)
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AU Inhalt, Umfang der Flache
l,...l, Langenabmessungen, die die geometrische
Gestalt der Flache festlegen

und fir Korper die folgenden

V=1
O=f4 (l1’127"'7li7"'7lm) . (3.-147)

V,0 Volumen, Oberflache des Korpers
l,...1, Langenabmessungen, die die geometrische
Gestalt des Korpers festlegen
Durch eine Dimensionsanalyse in einem {L (Linge)}-System erhélt man die
dimensionslosen Zusammenhéange

2 .
Al =R (L bk L)y (3.-148)
und
3 _ l.
VI =T (ilzilﬂJ j#k, (3.-149)

worin [/, eine als charakteristisch angesehene Langenabmessung der Flache bzw.
des Korpers bezeichnet. Fir geometrisch dhnliche Flachen bzw. Korper sind alle
Langenverhéaltnisse in den Argumentklammern der beiden obigen Gleichungen
konstant. Damit gelten die folgenden manchmal niitzlichen Beziehungen:

2 _
A/lk _konStl i:konst4 (3.-150)
U/, =konst, U?
und
3 _
VI, =konst, %4 — konst; . (3.-151)

—
O/} =konst, 03?2
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