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Vorwort 

Der vorliegende Text stellt eine Überarbeitung und Erweiterung der Vorlesungs-

unterlagen dar, die der Verfasser während seiner früheren Lehrtätigkeit im Fach-

bereich Maschinentechnik der Universität Siegen erstellt hat. Dabei liegt der 

Schwerpunkt auf den für Ingenieure interessanten vielfältigen und teilweise um-

fänglichen Anwendungsbeispielen zur Dimensionsanalyse. 

Diese zweite Version v2 des Textes enthält einige Präzisierungen und weitere An-

wendungsbeispiele. 
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EINFÜHRUNG 

Die Dimensionsanalyse ist ein Instrument, das ganz allgemein und ohne jede Ein-

schränkung in der ingenieurwissenschaftlichen Forschung und Entwicklung für 

verschiedene Zwecke zur Verfügung steht. Dabei geht es in der Regel darum, die 

für einen gegebenen physikalisch/technischen Sachverhalt relevanten Einfluss-

größen zu benennen und die Beziehungen zwischen denselben in Form von ma-

thematischen Gleichungen zu ermitteln, d. h. ein mathematisches Modell des in-

teressierenden Sachverhaltes zu erstellen. Nun sind zwar die zur Aufstellung von 

mathematischen Modellen benötigten Gleichungen im Grunde genommen aus der 

Physik und Chemie bekannt; das betrachtete physikalisch/technische System 

mag jedoch so kompliziert und/oder komplex sein, dass eine rechnerische Auswer-

tung der Gleichungen unter den gegebenen Randbedingungen ausgeschlossen er-

scheint. In solchen Fällen ist oftmals bereits viel gewonnen, wenn approximative 

halbempirische Gleichungszusammenhänge für die interessierenden Sachver-

halte aufgestellt werden können, wobei dann die empirischen Koeffizienten durch 

geeignete Versuche zu bestimmen sind. Bei diesem Vorgehen kann die systema-

tische Anwendung der Dimensionsanalyse erhebliche Vorteile mit sich bringen. 

Dasselbe gilt, wenn es um die Planung von geeigneten Versuchsreihen geht und 

um die mathematische Darstellung von Versuchsergebnissen. Außerdem gestat-

tet die Dimensionsanalyse die Herstellung einer optimalen Verbindung zwischen 

Rechnung und Experiment. Die genannten Vorteile werden im Anwendungskapi-

tel des vorliegenden Textes demonstriert. 

Zur hinreichend sicheren Anwendung der Dimensionsanalyse empfiehlt sich eine 

gewisse Beschäftigung mit der dimensionstheoretischen Begründung derselben, 

und mit dem Begriff der „physikalischen Dimensionen“. Hierzu existiert eine um-

fangreiche Spezialliteratur, die den Stoff unter teilweise sehr unterschiedlichen 

Aspekten angeht und wobei auch zum Dimensionsbegriff verschiedenartige Auf-

fassungen vertreten werden. Dieser Umstand erschwert es selbst dem eher wis-

senschaftlich ausgerichteten Ingenieur, sich in die Materie einzuarbeiten. 

Für den Anwender, der die Dimensionsanalyse vor allem als nützliches Werkzeug 

sicher handhaben möchte, sind allerdings die Unterschiede hinsichtlich ihrer 

Ausdeutung und Begründung von nachrangiger Bedeutung. Es zeigt sich näm-

lich, dass man mit durchaus unterschiedlichen Auffassungen zum Dimensionsbe-

griff zu gleichsam ordentlichen Resultaten gelangen kann. Deshalb wird in dem 

Grundlagenkapitel des vorliegenden Textes gar nicht erst versucht, eine Über-

sicht über verschiedene Sichtweisen zu geben und eine Abwägung zwischen die-

sen vorzunehmen. Vielmehr entscheidet sich der Verfasser in der Hauptsache für 

eine stark geraffte und vereinfachte Auswahl aus den ausführlichen Grundlagen-

darstellungen von Görtler /1/, weil dieser nur die allgemein bekannte Zahlenal-

gebra für die Darlegung der dimensionstheoretischen Grundlagen verwendet. 
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Die Größenalgebra, die zwar im deutschen Sprachraum beim Rechnen in Physik 

und Technik häufig Verwendung findet0F0F0F0F

1, wird hier nicht benötigt. Wie es der 

Name bereits sagt, operiert die Größenalgebra nicht mit Zahlen, sondern mit 

„Größen“, ausgedrückt durch algebraische Konstrukte aus Zahlenwert und Ein-

heit, und erfordert dementsprechend auch einige besondere Rechenregeln. Dieser 

Sachverhalt, dessen man sich nicht immer voll bewusst sein mag, erschwert nach 

Ansicht von Görtler /1/ den Zugang zu den hier zu behandelnden Grundlagen. In 

diesem Zusammenhang zitiert er eine Aussage von Diesselhorst: „Die physikali-

schen Formeln drücken … Beziehungen zwischen Größen aus und stellen Glei-

chungen zwischen Maßzahlen dar“. Dem möchte sich der Verfasser anschließen. 

Eine sehr interessante und empfehlenswerte Grundlagendarstellung, die eben-

falls nur die Zahlenalgebra verwendet, findet man auch in Ain A. Sonin /4/. 

  

 
1 Dies gilt vor allem in Schulen und Bildungseinrichtungen für Handrechnungen, nicht aber in 

Forschung und Entwicklung bei mathematischen Berechnungen mit Computerprogrammen. 
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1 DIMENSIONSTHEORETISCHE GRUNDLAGEN 

Bei der mathematischen Beschreibung von physikalisch/technischen Sachverhal-

ten und im Zusammenhang mit einer Dimensionsanalyse ist man stets mit „phy-

sikalischen Größen“ und mit „physikalischen Gleichungen“ befasst. Deshalb er-

folgt nachstehend zunächst eine Klärung dieser beiden Begriffe in Anlehnung an 

die Ausführungen in Görtler /1/.  

1.1 Physikalische Größen 

Als „physikalische Größen“ bezeichnet man solche Merkmale oder Eigenschaften 

von physikalischen Objekten, die in Verbindung mit Messvorschriften oder defi-

nierenden Rechenvorschriften quantifizierbar sind, insofern, als ihnen im Sinne 

einer Bewertung (größer, kleiner, gleich) Maßzahlen auf der Zahlenachse zuge-

wiesen werden können. Dabei werden verschiedene Größenarten – z. B. Länge, 

Zeit, Masse, Geschwindigkeit, Energie – unterschieden, denen die Größen jeweils 

zuzuordnen sind. 

Zur Festlegung der Maßzahlskala für eine bestimmte physikalische Größenart 

ordnet man der Maßzahl 0 eine Nullgröße und der Maßzahl 1 eine Einheits-

größe (oder kurz „Einheit“) der betreffenden Größenart zu. Beide Größen können 

weitgehend willkürlich gewählt werden. Wenn man für eine bestimmte Größenart 

unter Beibehaltung der Nullgröße die der Maßzahl 1 zunächst zugeordnete Ein-

heitsgröße aufgibt und eine andere Größe mit einer Maßzahl 1a   als neue Ein-

heitsgröße auszeichnet, indem man nun dieser die Maßzahl 1 zuordnet, spricht 

man von einer Einheitenänderung. Dabei ändern sich alle mit der alten Einheit 

festgelegten Maßzahlen ix  von physikalischen Größen der betreffenden Art um 

denselben Faktor in (1 / )i ix a x= . Das Verhältnis der Maßzahlen 1x , 2x  zweier 

gleichartiger Größen ist hingegen invariant gegenüber Einheitenänderungen, da 

sich der Umrechnungsfaktor bei der Quotientenbildung heraushebt,  

1 1

2 2

(1 / )

(1 / )

x a x

x a x
=  . (1.-1) 

Diese Eigenschaft aller physikalischen Maßzahlskalen wird als die „absolute Be-

deutung der relativen Größe“ bezeichnet. 

In Bild 1.1 ist skizziert, wie z. B. die Maßzahl der Masse eines Fahrzeugs im Prin-

zip ermittelt wird. Eine Mitteilung über das Messergebnis, die Maßzahl x, erfor-

dert zu ihrer Aussagekraft eine Information über die verwendete Einheitsgröße. 

Dies erfolgt üblicherweise durch die pro forma einer Gleichung entsprechende 

Schreibweise kgm x= , die zum Ausdruck bringen soll, dass die Maßzahl x der 

Größe m das x-fache der Maßzahl 1 der Einheitsgröße 1 kg  der Größenart Masse 

beträgt. Allgemein schreibt man 1x = . Hierin ist 1x  der sogenannte „Größen-

wert“ der Größe  . Die bekannte Interpretation des Größenwertes als „Produkt 
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von Zahlenwert und Einheit“, mit dem man mathematisch operieren kann, gilt 

aber nur in der sogenannten „Größenalgebra“, die, wie bereits in der Einführung 

erwähnt, hier nicht benötigt und nicht verwendet wird. 

 

Bild 1.1: Zur Maßzahlbewertung von physikalischen Größen 

Physikalische Größen einer bestimmten Größenart, für die die Maßzahlbewer-

tung unabhängig von anderen Größen durch den Vergleich mit einem realen oder 

bei Bedarf realisierbaren Prototyp vorgenommen wird (z. B. die Masse in Bild 1.1), 

nennt man „Grundgrößen“ und die betreffende Größenart eine „Grundgrößen-

art“. Die einer Grundgrößenart zugeordnete Einheitsgröße heißt „Grundeinheit“. 

In Physik und Technik bezieht man sich je nach Anwendungsbereich auf m 

Grundgrößenarten, die nach bestimmten Gesichtspunkten festgelegt wurden. So 

gelangt man zu unterschiedlichen Grundgrößensystemen, gekennzeichnet durch 

Symbole der Form  1 2, , , mM M M . Hierbei bezeichnen die iM  die Maßzahlen 

von je einer beliebigen Grundgröße der gewählten Grundgrößenarten bei irgend-

wie festgelegt gedachten Grundeinheiten. Für praktische Anwendungen trifft 

man häufig eine geeignete Auswahl aus den Grundgrößenarten Länge, Zeit, 

Masse, elektrische Stromstärke, Stoffmenge, thermodynamische Temperatur und 

Lichtstärke, für die die Grundeinheiten im internationalen Einheitensystem fest-

gelegt sind. So verwendet man z. B. in der Mechanik ein  (Masse), (Länge),M L

(Zeit)T -System mit den Grundeinheiten kg, m und s. Im Hinblick auf dimensi-

onsanalytische Anwendungen sollte man sich jedoch stets der völligen Freiheit 

bei der Festlegung der Grundgrößenarten bewusst bleiben, was auch sehr unge-

wöhnlich erscheinende Festlegungen einschließt. 

Vor dem Hintergrund eines bestimmten  1 2, , , mM M M -Systems spricht man 

dann von einer primären „abgeleiteten Größenart“, wenn für die  Größen dieser 

Art eine definierende Rechenvorschrift 
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1 2( , , , )mx f M M M=  (1.-2) 

vorliegt, nach der ihre Maßzahlen x aus den beobachteten Maßzahlen 1 2, , ,M M  

mM  von im allgemeinen m Grundgrößen berechnet werden können. Für die defi-

nierende Rechenvorschrift (1.-2) wird gefordert, dass sie bei jeder Wahl der 

Grundeinheiten gilt, wobei die Maßzahlen x sich um einen festen Faktor a ändern, 

wenn die Grundeinheiten der 1 2, , , mM M M  sich ändern, d. h. 

1 1 2 2( , , , )m mx ax f M M M  = =  . (1.-3) 

Aus dieser Forderung lässt sich der für die Theorie der physikalischen Dimensio-

nen fundamentale Sachverhalt ableiten, dass die definierende Funktion f  folgen-

dermaßen darstellbar sein muss: 

1 2
1 2 1 2( , , , ) (1,1, ,1)ma a a

m mf M M M M M M f=   1F1F1F1F

2 (1.-4) 

mit 1 2, , , ma a a : feste Zahlen. 

Somit sind die Maßzahlen einer abgeleiteten Größenart stets bis auf einen Zahlen-

faktor (1,1, ,1)f , durch den die Einheit der abgeleiteten Größenart festgelegt 

wird, darstellbar als Produkt von Potenzen der Maßzahlen von m Grundgrößen. 

Fasst man die definierende Rechenvorschrift f  so, dass (1,1, ,1) 1f =  wird - 

was immer möglich ist - , so erhält man für die abgeleitete Größenart sogenannte 

„kohärente Einheiten“. 

Mit Gleichung (1.-4) kann unmittelbar auf das Umrechnungsgesetz geschlos-

sen werden, mit dem die Maßzahlen x bei einer beliebigen Änderung der Grund-

einheiten umzurechnen sind: Geht man für die Grundgrößenart k zu einer 1 / k  

fachen Einheit ( 1,2, ,k m= ) über, so berechnet sich die neue Maßzahl 

1 1 2 2( , , , )m mx f M M M  =  der abgeleiteten Größe aus der alten Maßzahl 

1 2( , , , )mx f M M M=  zu 

1 1

1

1 1 2 2 1 1

1 21

( , , , )

( , , , )

m m

m

a aa a
m m m m

a a
m m

f M M M M M

f M M M

    

 

=

=
 , (1.-5) 

d. h. es ist 

1
1

ma a
mx x =  . (1.-6) 

Die Exponenten 1 2, , , ma a a  in den Gleichungen (1.-4) und (1.-6) sind durch die 

definierende Funktion f  eindeutig festgelegt. 

Zur Mitteilung dieser Exponenten, die gemäß Gleichung (1.-6) für beliebige Ein-

heitenumrechnungen von x erforderlich sind, gibt man zweckmäßig das in Glei-

chung (1.-4) auftretende Potenzprodukt 1 2
1 2
a a

M M ma
mM  an, da hierin sofort 

kenntlich wird, welcher Exponent zu welcher Grundgrößenart gehört. Dieses Po-

tenzprodukt heißt die „Dimensionsformel“ oder kurz die „Dimension“ der phy-

sikalischen Größe, deren Maßzahl x ist. Man wählt hierfür das Symbol  x , 

 
2 Die Funktion  muss nicht immer unmittelbar in dieser Form gegeben sein 
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  1 2
1 2

ma a a
mx M M M=  . (1.-7) 

Es ist üblich, [ ]x  abgekürzt die „Dimension von x“ zu nennen.  

Wenn man die Dimension [ ]x  einer bestimmten physikalischen Größenart kennt, 

so kann man mit Gleichung (1.-6) ihre für eine zunächst getroffene Wahl der 

Grundeinheiten bekannten Maßzahlen x in die Maßzahlen x  für jede andere 

Wahl der Grundeinheiten umrechnen. 

In Verbindung mit Bild 1.1 wurde bereits die Schreibweise für die „Größenwerte“ 

von Grundgrößen mitgeteilt, in der die Angabe der Maßzahl mit der Angabe der 

zugrundeliegenden Grundeinheit kombiniert wird. Bei abgeleiteten physikali-

schen Größen verallgemeinert man diese Schreibweise, indem die Information 

über die Grundeinheiten in der folgenden Weise an die Maßzahl angehängt wird: 

Man orientiert sich an der Struktur der Dimensionsformel der betreffenden Größe 

und tauscht darin die Symbole für die Maßzahlen der Grundgrößen durch die für 

die gewählten Grundeinheiten aus (z. B. M durch kg, L durch m, T durch s). Das 

so entstehende Konstrukt aus den Symbolen der mitzuteilenden Grundeinheiten, 

aus dem auch die Dimension der betreffenden Größe erkennbar ist, wird als die 

„Einheit“ dieser Größe bezeichnet /4/. Oftmals werden die Begriffe Dimension und 

Einheit synonym verwendet, was aber nach Vorstehendem nicht korrekt ist. 

Die Darstellung (1.-4) gilt trivialerweise auch für die Maßzahlen kx M=  der 

Grundgrößen selbst. Für die Dimension einer Grundgröße, auch „Grunddimen-

sion“ genannt, wird dann sehr einfach 

0 0 1 0 0
1 1 1[ ] k k k m kx M M M M M M− += =  . (1.-8) 

Hat eine abgeleitete physikalische Größe die Dimension 

0 0 0
1 2[ ] 1mx M M M= =  , (1.-9) 

so heißt diese Größe „dimensionslos“ bezüglich der zugrunde gelegten m Grund-

größenarten. Aus Gleichung (1.-6) ist zu ersehen, dass die Maßzahl einer dimen-

sionslosen Größe unverändert bleibt, wenn man die in Betracht kommenden 

Grundeinheiten beliebig ändert. 

Zusammenfassend ist festzustellen: Jede Größe, die in einem physikalischen 

Grundgrößensystem  1 2, , , mM M M  eine Dimension   1 2
1 2

ma a a
mx M M M=   

mit reellen Werten der Exponenten 1 2, ,a a  , ma  besitzt, nennt man eine physi-

kalische Größe. 

1.2 Physikalische Gleichungen 

Es seien 1 2, , , nx x x  und außerdem noch y die Maßzahlen von physikalischen 

Größen mit den damit existierenden Dimensionen 

1 2

1 2

1 2

1 2

[ ] , 1,2, ,

[ ] .

i i im

m

a a a
i m

b b b
m

x M M M i n

y M M M

= =

=
 (1.-10) 
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Die Maßzahlen y mögen mit den Maßzahlen ix  über die Gleichung 

1 2( , , , )ny f x x x=  (1.-11) 

zusammenhängen. Bei dieser Gleichung kann es sich 1) um die definierende Glei-

chung für eine abgeleitete Größenart mit den Maßzahlen y oder aber 2) um eine 

naturgesetzliche Beziehung zwischen der Größenart mit den Maßzahlen y und 

den n Größenarten mit den Maßzahlen 1 , , nx x  handeln. 

Der erste Fall stellt die Verallgemeinerung der primären abgeleiteten Größenart 

gemäß Gleichung (1.-2) dar, bei der die Maßzahlen der abgeleiteten Größenart 

speziell auf Maßzahlen von Grundgrößen zurückgeführt werden. 

Bei Einheitenänderungen der Grundgrößenarten durch Übergang zur 1 / k  - fa-

chen Grundeinheit der k - ten Grundgrößenart, 1,2, ,k m= , gelten somit für die 

Maßzahlen ix  und y die folgenden Umrechnungsgesetze 

1

1

1

1

, 1,2, ,

.

i im

m

a a
i m i

b b
m

x x i n

y y

 

 

= =

=
 (1.-12) 

Damit diese Umrechnungsgesetze gelten können und dabei die Gleichung (1.-11) 

unabhängig von der Wahl der Grundeinheiten ihre Gültigkeit behält, d. h. stets 

auch 

1 2( , , , )ny f x x x=   (1.-13) 

gilt, muss zunächst die Funktion f  die sogenannte Eigenschaft der „Dimensi-

onshomogenität“ besitzen, d. h, es muss gelten 

111 11
1 1 21 1 1( , , ) ( , , , )nm nm maa ba a b

m m n m nf x x f x x x     =  . (1.-14) 

Zudem muss der Umrechnungsfaktor 1
1

mb b
m   auf der rechten Seite dieser Glei-

chung mit dem der Maßzahlen y übereinstimmen, so dass gilt 

1 2[ ] [ ( , , , )]ny f x x x=  . (1.-15) 

Hierin ist 1 2[ ( , , , )]nf x x x  die Dimension der physikalischen Größenart, deren 

Maßzahlen die Funktionswerte 1 2( , , , )nf x x x  sind. Falls die beiden vorstehen-

den Gleichungen erfüllt sind, bezeichnet man Gleichung (1.-11) als eine dimen-

sionshomogene Gleichung. 

Allgemeiner kann formuliert werden: Eine Gleichung 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nf x x x g x x x=  (1.-16) 

heißt dimensionshomogene Gleichung, wenn f  und g  dimensionshomogene 

Funktionen sind und wenn 

   1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nf x x x g x x x=  (1.-17) 

ist. Diese Gleichung bedeutet, dass der in der Definitionsgleichung (1.-14) heraus-

tretende Umrechnungsfaktor 1
1

mb b
m   bei den Funktionen f  und g  überein-

stimmt, oder physikalisch, dass die Funktionswerte 1 2( , , , )nf x x x  und 1 2( , ,g x x  
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, )nx  Maßzahlen von physikalischen Größen gleicher Dimension im zugrunde-

liegenden  1 2, , , mM M M - System sind. 

Nach Vorstehendem ist die Eigenschaft der Dimensionshomogenität eine Ei-

genschaft der Zahlenwerte einer Funktion, wenn diese die Maßzahlen einer phy-

sikalischen Größenart sein sollen, bzw. einer Gleichung, wenn diese eine für alle 

Wahlen der Grundeinheiten gültige Gleichung zwischen Maßzahlen physikali-

scher Größenarten sein soll. 

Im letzteren Fall spricht man von einer "physikalischen Gleichung". Diese ist 

das Äquivalent zu der im deutschen Sprachraum gebräuchlichen "Größenglei-

chung", die eine Gleichung zwischen den physikalischen Größen selbst darstellt. 

Unter der Voraussetzung von kohärenten Einheiten sind die Formelschreibwei-

sen, die zu den beiden verschiedenen Gleichungsauffassungen gehören, nicht von-

einander zu unterscheiden. 

Physikalische Gleichungen bieten infolge ihrer Eigenschaft der Dimensionshomo-

genität die Möglichkeit der sogenannten „Dimensionsprobe“: Eine physikalische 

Gleichung ist dann korrekt, d. h. dimensionshomogen formuliert, wenn auf beiden 

Seiten des Gleichheitszeichens Größen bzw. Ausdrücke mit denselben Dimensio-

nen stehen. Dabei ist es durch das Einführen einer geeigneten „Dimensions-

konstanten“ stets möglich, die Eigenschaft der Dimensionshomogenität herzu-

stellen. 

Im Hinblick auf das Rechnen mit den Maßzahlen von physikalischen Größen lässt 

sich zeigen, dass die Produktverknüpfung, die Potenzierung, die Differentiation 

und die Integration von dimensionshomogenen Funktionen stets wieder auf di-

mensionshomogene Funktionen führen. 

1.3 Das pi-Theorem 

Für die im vorhergehenden Kapitel behandelten physikalischen Gleichungen gilt 

nach dem sogenannten (mehrfach bewiesenen) pi-Theorem, dem Hauptsatz der 

Dimensionstheorie, der folgende Sachverhalt: 

Jede  physikalische, d. h. dimensionshomogene Gleichung  

1 2( , , , )ny f x x x=  (1.-18) 

oder gleichbedeutend 

1 2 1 1( , , , , ) 0               mitn n ng x x x x x y+ += =  (1.-19) 

ist äquivalent einer Gleichung 

1 2(Π ,Π , ,Π ) 0qG =  , (1.-20) 

wobei die 1Π , 2Π  ,  , Πq  dimensionslose Potenzprodukte der Maßzahlen 1x , 

2x ,  , 1nx +  sind. Für die Anzahl q der dimensionslosen Potenzprodukte gilt 

1q n r= + −  . (1.-21) 
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Hierin ist r der Rang (die maximale Anzahl linear unabhängiger Spalten- bzw. 

Zeilenvektoren) der sogenannten Dimensionsmatrix. Diese ist aus den Dimen-

sionsexponenten der n+1 physikalischen Größen mit den Maßzahlen ix  in Glei-

chung (1.-19), bezogen auf das zugehörige 1 2 mM M M - System, zu bilden. 

Die Zahlen ija  der Dimensionsmatrix werden oftmals ausführlicher durch das 

Schema einer „Dimensionstafel“ (siehe Bild 1.2) angeschrieben, in dem am oberen 

Rand vermerkt ist, zu welchen Grundgrößen die Zahlen der einzelnen Spalten 

gehören, während am linken Rand die Maßzahlen derjenigen physikalischen Grö-

ßen angegeben sind, denen die Zahlen der Zeilen (als Exponenten von deren Di-

mensionsformeln) zugeordnet sind. 

 

Bild 1.2: Dimensionstafel (mit Dimensionsmatrix ( ija )) zu Gleichung (1.-19) 

Die dimensionslosen Potenzprodukte 1 2Π ,Π , ,Πq  in Gleichung (1.-20) bilden 

ein sogenanntes „Fundamentalsystem“ derart, dass es ein System von strukturell 

unabhängigen Potenzprodukten ist, und dass jedes beliebige (nicht in diesem Sys-

tem enthaltene) Potenzprodukt Πi  der 1 1, , nx x +  sich als Potenzprodukt der 

1Π , ,Πq  darstellen lässt. 

Die mit den Gleichungen (1.-19) und (1.-20) getroffene Äquivalenzaussage darf 

auch umgekehrt werden: Jede Gleichung zwischen den Maßzahlen von physika-

lischen Größen, die sich in der Form (1.-20) darstellen lässt, ist eine korrekte phy-

sikalische Gleichung. 

Die Äquivalenzaussage des pi-Theorems führt bei der Anwendung in der physi-

kalisch-technischen Forschung zu zwei historisch gewachsenen Ausdeutungen. 

Erstens - Die Möglichkeit des Überganges von der physikalischen Gleichung 

(1.-18) bzw. (1.-19) auf die dimensionslose Darstellung (1.-20) impliziert, dass je-

der nicht dimensionslos formulierte mathematische Zusammenhang zwischen 

den Maßzahlen physikalischer Größen grundsätzlich reduzibel ist, oder etwas an-

ders ausgedrückt: Für einen physikalischen Vorgang sind nicht sämtliche dimen-

sionsbehafteten Einflussvariablen einzeln maßgeblich, sondern nur bestimmte di-

mensionslose Kombinationen dieser Variablen. Dies ist insbesondere dort von 

Nutzen, wo es gilt, einen unbekannten komplexen physikalischen Sachverhalt 

durch theoretisch-experimentelle Arbeiten oder eher noch durch das Experiment 

allein zu erforschen, und bei dem man lediglich in der Lage ist, die problemrele-

vanten physikalischen Größen mit einem gewissen Grad an Sicherheit zu benen-

nen. Dann ist es stets möglich, durch eine sogenannte Dimensionsanalyse zu 
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einem Fundamentalsystem von dimensionslosen Potenzprodukten Πi  überzuge-

hen und somit wegen der Aussage der Gleichung (1.-21) zu einer verringerten An-

zahl von Variablen zu gelangen. Zur Durchführung der Dimensionsanalyse sind 

nur einige einfache algebraische Operationen erforderlich. Das jeweils vorlie-

gende Problem kann auf diese Weise erheblich an Übersichtlichkeit gewinnen und 

der zu seiner Durchdringung erforderliche theoretische bzw. experimentelle Auf-

wand wird häufig deutlich reduziert. 

Zweitens - Jeder Satz der Maßzahlen ix  in Gleichung (1.-19) repräsentiert eine 

ganz bestimmte Realisierung des physikalischen Sachverhaltes, der durch diese 

Gleichung beschrieben wird; demgegenüber sind einem Wertesatz der zugehöri-

gen dimensionslosen Potenzprodukte in Gleichung (1.-20) definitionsgemäß im-

mer unendlich viele verschiedene Realisierungsmöglichkeiten zugeordnet. Diese 

Eigenschaft der dimensionslosen Darstellungen liefert die Grundlage für die Ähn-

lichkeitstheorie und für das Modellversuchswesen: Es ist grundsätzlich möglich, 

physikalische Sachverhalte an einer nach gewissen Gesichtspunkten ausgewähl-

ten Realisierung oder aber auch an einem Modell, d. h. an einer speziell herge-

stellten Realisierung zu erforschen und dann die Ergebnisse auf eine andere even-

tuell noch gar nicht existierende Realisierung zu übertragen. Man spricht in sol-

chen Fällen von einer Ähnlichkeits- oder Modellübertragung. Verschiedene Rea-

lisierungen eines physikalischen Sachverhaltes heißen exakt ähnlich, wenn die 

Zahlenwerte aller problemrelevanten Dimensionslosen übereinstimmen, bzw. 

partiell ähnlich, wenn die zahlenmäßige Übereinstimmung nur für einen Teil der 

Dimensionslosen gegeben ist. 

Je nach Anwendungsgebiet werden in der theoretisch-experimentellen Forschung 

die beiden oben skizzierten Ausdeutungsgesichtspunkte weitgehend getrennt ver-

folgt oder aber auch so eng miteinander verknüpft, dass die zentrale Bedeutung 

der einen Äquivalenzaussage des pi-Theorems unmittelbar durchscheint. Um die-

sen Blick nicht zu verstellen, sollte die Verschiedenartigkeit der beiden klassi-

schen Ausdeutungsmöglichkeiten des pi-Theorems nicht zu sehr betont werden. 

Manchmal findet man in der Literatur die Feststellung, dass ein in dimensions-

loser Darstellung gegebenes oder ein aus einer solchen Darstellung abgeleitetes 

Gesetz ein Ähnlichkeitsgesetz sei, mit der Ähnlichkeitstheorie in Einklang stehe 

oder aus der Ähnlichkeitstheorie abgeleitet sei. Solche Formulierungen sind zu-

mindest unglücklich, denn nach dem pi-Theorem ist jede physikalische Gleichung 

– ungeachtet auch einer eventuell bestehenden besonderen Komplexität des be-

treffenden physikalisch-technischen Sachverhaltes – in dimensionsloser Form 

darstellbar. 

Behauptete Gleichungen zwischen physikalischen Größen, die erst nach der Ein-

führung von nicht näher erklärten Dimensionskonstanten in eine dimensionslose 

Form überführt werden können, sollten nur nach kritischer Diskussion des Be-

deutungsinhaltes dieser Konstanten angewendet werden. Besonders bei experi-

mentell ermittelten Gleichungen bergen Dimensionskonstanten, die vom Urheber 
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nicht ausdrücklich erläutert werden, die Gefahr, dass die näheren Versuchsrand-

bedingungen in einer vom Experimentator nicht beabsichtigten und nicht kon-

trollierten Weise in die Gleichungsformulierung eingegangen sind. Solche Glei-

chungen haben in der Regel nur einen sehr engen Gültigkeitsbereich. 
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2 ANWENDUNGSGESICHTSPUNKTE ZUR DIMENSIONSANALYSE 

In direkter Anknüpfung an die Aussage des pi-Theorems (vergl. Kap. 1.1) wird 

hier unter dem Begriff „Dimensionsanalyse“ der bezüglich eines gewählten 

Grundgrößensystems mit einer geeigneten Kalkültechnik vorgenommene Über-

gang verstanden, von einem dimensionshomogenen Funktionszusammenhang 

1 2( , , , )ny f x x x=  (2.-1) 

oder gleichbedeutend 

1 2 1( , , , ) 0ng x x x + =   mit  1nx y+ =  (2.-2) 

zwischen den Maßzahlen von n physikalischen Größen auf einen äquivalenten 

Zusammenhang 

1 2(Π ,Π , ,Π ) 0qG =   , 1q n r= + −  (2.-3) 

zwischen einer verringerten Anzahl von dimensionslosen Potenzprodukten der 

Maßzahlen ix . Hierin bezeichnet r den Rang der weiter vorn erläuterten Dimen-

sionsmatrix. Da die dimensionslosen Potenzprodukte 1Π , 2Π  ,  , Πq  ein soge-

nanntes „Fundamentalsystem“ bilden (vergl. Kap. 1.1), können die zunächst er-

haltenen dimensionslosen Potenzprodukte nachträglich (bei unveränderter An-

zahl) durch Potenzproduktbildung untereinander umgeformt werden. 

In dem hier gegebenen Zusammenhang geht es stets um funktionale Abhängig-

keiten zwischen den Maßzahlen 3  von physikalischen Größen. Der Kürze des 

sprachlichen Ausdrucks halber und dem allgemeinen Sprachgebrauch entspre-

chend wird jedoch im Folgenden stets von Größen gesprochen, wobei aber in aller 

Regel die allgemeinen Maßzahlen derselben gemeint sind. Dasselbe gilt hinsicht-

lich der verwendeten Formelsymbole. So bedeutet z. B. das Formelsymbol p die 

Maßzahl des Druckes. 

2.1 Zur Ermittlung der Einflussgrößen bei 
physikalisch/technischen Sachverhalten  

Bei der theoretisch-experimentellen Erforschung von physikalisch/technischen 

Sachverhalten kommt es in besonderer Weise auf die Identifizierung der problem-

relevanten Einflussgrößen und der involvierten physikalischen Grundgesetze an. 

Zu Beginn eines eventuell länger angelegten Forschungsprojektes fehlt aber oft-

mals noch die hierzu erforderliche physikalische Einsicht in das betreffende Prob-

lem. Um diesen Mangel zu beheben, ist alles verfügbare Erfahrungsmaterial ein-

gehend zu sichten; außerdem kann es nützlich sein, gewisse Teilaspekte des Prob-

lems mit Hilfe von idealisierten Modellvorstellungen theoretisch zu diskutieren, 

um dann aus den grundlegenden physikalischen Gleichungen wichtige Einfluss-

größen abzulesen. Zu diesen zählen auch dimensionsbehaftete Konstanten, wie z. 

 
3 Wenn das Operieren mit Maßzahlen gewöhnungsbedürftig erscheint, möge man daran denken, 

dass ein Computer bei der Ausführung von physikalisch-technischen Rechenprogrammen im-
mer mit den Maßzahlen von physikalischen Größen arbeitet. 
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B. die Erdbeschleunigung oder die allgemeine Gaskonstante. So gelangt man zu 

einem eventuell nur vorläufigen Einflussgrößenzusammenhang entsprechend 

Gleichung (2.-1), in dem eine spezielle Größe y, für die man sich interessiert (Ziel-

größe), in Abhängigkeit einer Reihe von erkannten bzw. vermuteten Einflussgrö-

ßen ix  aufgeführt ist. Im Allgemeinen wird ein Problem die Formulierung von 

mehreren parallelen Einflussgrößenzusammenhängen erfordern. Im Verlauf sol-

cher Arbeiten empfiehlt es sich, einen in Betracht gezogenen Einflussgrößenzu-

sammenhang durch eine probeweise durchgeführte Dimensionsanalyse in einem 

geeignet gewählten Grundgrößensystem auf seine physikalische Konsistenz hin 

zu überprüfen (siehe Kap. 2.2). Die weitere Überprüfung und ggf. Korrektur er-

folgen sodann im Wechselspiel mit der experimentellen Untersuchung. 

Grundsätzlich wird man bei der oben skizzierten Vorgehensweise bestrebt sein, 

zum Zwecke einer Vereinfachung des Problems die Anzahl der zu berücksichti-

genden Einflussgrößen so klein wie möglich zu halten, d. h. Größen von gering 

erachtetem Einfluss zu streichen. Jede Streichung einer Größe impliziert aller-

dings eine Idealisierung des Problems, und unausweichlich wird Schritt für 

Schritt der Übergang zu einer Modellvorstellung vollzogen, mit der Folge, dass 

der letztlich aus der Dimensionsanalyse resultierende Satz von Dimensionslosen 

das reale Problem nur noch approximativ zu beschreiben vermag. In vielen An-

wendungsfällen ist aber auch mit einem solchen Ergebnis schon viel gewonnen. 

Eine getroffene Wahl von Einflussgrößen ist dann „richtig“, wenn der zur theore-

tisch-experimentellen Erforschung eines Problems erforderliche Aufwand mini-

miert wird, ohne dass dabei durch Übervereinfachung diejenigen charakteristi-

schen Züge des Problems, für die man sich vordringlich interessiert, zerstört wer-

den. 

2.2 Gewinnung von dimensionslosen Potenzprodukten der 
Einflussgrößen 

Wenn für ein konkretes technisch-physikalisches Problem ein Satz von problem-

relevanten Einflussgrößen entsprechend Gleichung (2.-1) vorgelegt ist, lässt sich 

in einem festzulegenden Grundgrößensystem die dem Problem zugehörige Di-

mensionstafel mit inkludierter Dimensionsmatrix gemäß Bild 1.2 aufstellen. An-

schließend kann eine Dimensionsanalyse, d. h. der Übergang zu einem Satz von 

dimensionslosen Potenzprodukten relativ leicht vollzogen werden; hierzu braucht 

man nur eine der in der Literatur zu findenden Kalkültechniken anzuwenden. In 

Kap. 3.1 wird eine einfache Technik zur schrittweisen Eliminierung der Spalten 

der Dimensionsmatrix nach /3/ vorgeführt. Diese Technik beinhaltet auch die im 

vorstehenden Kapitel angesprochene Konsistenzprüfung der Einflussgrößenliste. 

Die bei der schrittweisen Spalteneliminierung durchlaufenen transformierten Di-

mensionsmatrizen müssen immer mindestens zwei rangbestimmende Zeilen auf-

weisen, oder anders ausgedrückt, es darf niemals möglich sein, die Spaltenvekto-

ren einer der Matrizen durch eine Linearkombination so zu verbinden, dass eine 

Spalte mit nur einer einzigen Eintragung entsteht. Wenn diese Forderung nicht 
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erfüllt ist, kann die Dimensionsanalyse nicht ausgeführt bzw. nicht abgeschlossen 

werden, d. h. es existiert zu dem vorgelegten Einflussgrößenzusammenhang kein 

äquivalenter Zusammenhang zwischen dimensionslosen Potenzprodukten. Im 

Umkehrschluss des pi-Theorems bedeutet dies, dass der vorgelegte Einflussgrö-

ßenzusammenhang keine – wie das zu fordern ist – dimensionshomogene (physi-

kalische) Gleichung darstellt (vergl. Kap. 1.3).  

Zur Korrektur des Einflussgrößenzusammenhanges ist diejenige Einflussgröße, 

die als einzige in einer der Spalten der transformierten Dimensionsmatrix einen 

Eintrag verursacht, als notwendig problemirrelevant zu streichen, oder man muss 

bei einer Überarbeitung der Liste der Einflussgrößen mindestens eine weitere 

Größe aufnehmen, die dann die Konsistenz herstellt. Grundsätzlich kann man an 

dieser Stelle auch einfach eine Systemkonstante einführen, mit einer zugewiese-

nen Dimension, wie sie zur Herstellung der Konsistenz benötigt wird. Wenn diese 

Konstante nicht plausibel erklärt werden kann, ist ein solcher Schritt allerdings 

fragwürdig und der Behandlung des betreffenden Problems wenig förderlich. 

Mitunter benötigt man zur Bildung der dimensionslosen Potenzprodukte gar 

keine formale Kalkültechnik: Wenn z. B. die für ein Problem als kennzeichnend 

erachteten algebraischen und/oder Differentialgleichungen bekannt sind, so wer-

den die gesuchten Dimensionslosen bereits bei der physikalischen Diskussion des 

jeweiligen Problems evident. Doch selbst dann kann es ratsam sein, einen bereits 

gefundenen Satz von Dimensionslosen durch die Anwendung einer geeigneten 

Kalkültechnik nochmals zu überprüfen.  

Die Anzahl der bei einer Dimensionsanalyse zu gewinnenden dimensionslosen 

Potenzprodukte ist nach dem pi-Theorem (vergl. Kap. 1.3) durch die Anzahl der 

Einflussgrößen und durch den Rang der Dimensionsmatrix festgelegt; dagegen 

hängt die Struktur der zunächst erhaltenen Dimensionslosen von der mehr oder 

weniger zufällig gewählten Verfahrensweise bei der Ermittlung ab. Nun bilden 

aber, wie weiter vorn ausgeführt, die dimensionslosen Potenzprodukte grundsätz-

lich ein Fundamentalsystem; deshalb ist es immer möglich, durch nachträgliche 

Potenzproduktbildung unter den gefundenen dimensionslosen Potenzprodukten 

zu anderen Potenzprodukten zu gelangen, d. h. der zunächst gewonnene Satz von 

Dimensionslosen kann (ohne Änderung der Anzahl derselben) nach allgemeinen 

oder problemspezifischen Gesichtspunkten umgestaltet werden. 

In diesem Zusammenhang wird oftmals die Forderung erhoben, dass die Dimen-

sionslosen auf möglichst einfache Weise physikalisch zu interpretieren sind. Zu 

diesem Zweck strebt man dann – allerdings nicht immer ganz glücklich – solche 

Dimensionslosen an, die von ihrer Struktur her klassischen Kennzahlen entspre-

chen, wie z. B. der Reynolds-, Prandl-, Mach- oder Nusseltzahl. 

Ein weiterer allgemeiner Gestaltungsgesichtspunkt besteht darin /3/, dass man 

versucht, die dimensionslosen Potenzprodukte so zu strukturieren, dass einer-

seits Dimensionslose mit sehr hohem Einflussgewicht und andererseits Dimensi-

onslose mit nur relativ geringem Einflussgewicht entstehen. Gelingt dies, dann 
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kann der betreffende physikalische Sachverhalt in seinen wesentlichen Zügen mit 

einer verringerten Anzahl von essentiellen Dimensionslosen beschrieben werden; 

die restlichen Dimensionslosen haben dann nur noch sekundäre Bedeutung und 

sind eventuell unter gewissen Randbedingungen sogar ganz zu vernachlässigen. 

Hierzu ist allerdings zu bemerken, dass das Einflussgewicht von Dimensionslosen 

in der Regel nur dann sicher beurteilt werden kann, wenn bereits experimentelle 

Ergebnisse zur Verfügung stehen. 

Die dimensionslose Beschreibung von technisch-physikalischen Sachverhalten ist 

invariant gegenüber jedem Wechsel des Grundgrößensystems. Dennoch kann es 

vorteilhaft sein, die dimensionsanalytische Diskussion eines bestimmten physi-

kalischen Problems vor dem Hintergrund von verschiedenen Grundgrößensyste-

men durchzuführen. Bei einem Wechsel zu einem Grundgrößensystem mit einer 

größeren Anzahl von Grundgrößenarten kommt es nämlich mitunter vor, dass 

sich der Rang der Dimensionsmatrix erhöht, ohne dass die Anzahl der problem-

relevanten Einflussgrößen vermehrt werden muss. Dann führt die Dimensions-

analyse in dem neuen Grundgrößensystem zu einer verringerten Anzahl von Di-

mensionslosen und somit zu einer rationelleren Beschreibung des jeweiligen 

Sachverhaltes. 

Auf solche glücklichen Fälle wird man allerdings bei der Behandlung von physi-

kalisch-technischen Problemstellungen – ausgehend von dem häufig verwendeten 

 (Masse) , (Länge) , (Zeit), (Temperatur)M L T  - System oder einer Unteraus-

wahl desselben – nur selten stoßen, denn: Mit jeder Vermehrung der Anzahl der 

Grundgrößenarten um Eins muss damit gerechnet werden, dass eine neue Dimen-

sionskonstante ins Spiel kommt, die im Allgemeinen auch in das betreffende Prob-

lem eingeht und die deshalb die Anzahl der Einflussgrößen ebenfalls um Eins 

erhöht. So müsste, wenn z. B. zu dem vorgenannten Grundgrößensystem die 

Wärme Q als Grundgrößenart hinzugenommen würde, das mechanische Wärme-

äquivalent als Einflussgröße berücksichtigt werden. Bei solcher Sachlage eröffnet 

der Übergang zu einem Grundgrößensystem mit einer größeren Anzahl von 

Grundgrößenarten keine Aussicht auf eine Verminderung der dimensionslosen 

Größen. Die oben erwähnte günstige Situation tritt nur im speziellen auf, wenn 

man infolge ausreichender physikalischer Einsicht in ein anstehendes Problem 

entscheiden kann, dass eine in Betracht kommende Dimensionskonstante prob-

lemirrelevant ist und deshalb unberücksichtigt bleiben kann. 

2.3 Berücksichtigung veränderlicher Stoffgrößen 

Die in einen physikalischen Sachverhalt eingehenden Stoffgrößen, wie z. B. die 

Wärmeleitfähigkeit oder die Viskosität, sind – sofern sie als konstant angesehen 

werden können – als dimensionsbehaftete Stoffkonstanten in die Liste der Ein-

flussgrößen aufzunehmen. Bei dem Übergang auf einen Satz von dimensionslosen 

Größen und bei der Ermittlung von Beziehungen zwischen diesen Größen sind 
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keine Komplikationen zu erwarten, die in besonderer Weise auf die Stoffgrößen 

zurückzuführen wären. 

Das kann sich aber ändern, wenn für eine Stoffgröße s eine Abhängigkeit ( )s p  

von einer anderen Zustandsvariablen p berücksichtigt werden muss4, z. B. die Ab-

hängigkeit der dynamischen Viskosität einer Flüssigkeit von der Temperatur. Die 

hier ins Spiel kommenden Stofffunktionen sind im Allgemeinen von der Form 

1 2( , , , )ns f p c c c=  (2.-4) 

wobei die ic  Zahlenwerte von dimensionsbehafteten Stoffkonstanten bezeichnen, 

die bestimmten theoretischen Vorstellungen entsprechen oder rein phänomenolo-

gischer Natur sind. Gegenüber dem Fall der konstanten Stoffgrößen müssen jetzt 

zusätzliche geeignet gewählte Bestimmungselemente der Stofffunktion in die 

Liste der Einflussgrößen (2.-1) aufgenommen werden. Dadurch erhöht sich 

zwangsläufig auch die Anzahl der Dimensionslosen, die dem jeweiligen physika-

lischen Problem zuzuordnen sind. Außerdem wird die mathematische Struktur 

der Beziehungen zwischen den Dimensionslosen noch durch die Stofffunktion 

selbst beeinflusst. 

Die Festlegung der kennzeichnenden Bestimmungselemente einer Stofffunktion 

erfolgt zweckmäßig anhand ihrer dimensionslosen Formulierung. In den Anwen-

dungen hat man es nun sehr häufig mit empirisch ermittelten Stofffunktionen zu 

tun, die zur bequemen Handhabung durch geeignete Funktionsansätze approxi-

miert werden. Solche Stofffunktionen können auf vielfache Weise in eine dimen-

sionslose Darstellung überführt werden. Nach Pawlowski /2/ ist eine der wichtigs-

ten der hier in Betracht kommenden Methoden folgendermaßen zu kennzeichnen: 

Innerhalb des Definitionsbereiches der Funktion ( )s p  in Gleichung (2.-4) wird 

ein Wert p  als Bezugspunkt ausgewählt. Unter Verwendung des Stofffunktions-

wertes ( )s p  und der Ableitung /s p   an der Stelle p  lässt sich dann über die 

Transformationsbeziehungen 



 

 
= − 
 

1
( )

p

s
u p p

s p
   und   

( )

s
w

s p
=


 (2.-5) 

eine dimensionslose Darstellung der Stofffunktion ( )s p   

( )w u=  (2.-6) 

gewinnen, die den Normierungsbedingungen (0) (0) 1  = =  genügt. 

Diese Darstellung, die Pawlowski /2/ als Standarddarstellung der Stofffunktion 

( )s p  bezeichnet, liefert die Stofffunktionsparameter, die in die Liste der Einfluss-

größen aufzunehmen sind. Hierunter fällt im allgemeinen auch der Bezugspunkt 

p , dessen Wahl natürlich nicht die Funktion ( )s p , wohl aber die  -Funktion in 

Gleichung (2.-6) beeinflusst. 

Pawlowski /2/ zeigt nun, dass es spezielle Funktionen 

 
4 Die folgenden Ausführungen basieren auf den ausführlichen Darstellungen von Pawlowski /2/ 
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1 2

1 2

( )
( )

exp( )

c c p
s s p

c c p

 +
= = 


 (2.-7) 

mit beliebigen Konstanten 1c , 2c  gibt, die durch die Transformationsbeziehungen 

(2.-5)  in bezugsinvariante Standarddarstellungen 

1 2

2

1
/

( )
exp ( )

p p
s

c c p
s p

c p p

 −
 +  =  + 


 −  








 (2.-8) 

übergehen, die von der Wahl des Bezugspunktes p  unabhängig  sind. 

In vielen Fällen gelingt es, empirisch ermittelte Stofffunktionen durch die Funk-

tionen (2.-7) befriedigend zu approximieren. 

Die bezugsinvariante Darstellung bietet Vorteile: 

Erstens - Der Bezugspunkt p  ist problemirrelevant und braucht deshalb nicht 

in die Liste der Einflussgrößen des jeweils betreffenden physikalischen Problems 

aufgenommen zu werden. Soweit es allein um die Stoffwertbeschreibung geht, er-

übrigt sich damit die Absolutfixierung der Zustandsvariablen p, die sonst über die 

Einführung eines geeigneten prozessbedingten Wertes 0p  in die Liste der Ein-

flussgrößen vorgenommen werden müsste. 

Zweitens - Der problemirrelevante Bezugspunkt kann willkürlich und deshalb – 

falls es sich bei der Beschreibung eines bestimmten technisch-physikalischen 

Sachverhaltes als vorteilhaft erweisen sollte – auch uneingeschränkt prozessbe-

zogen gewählt werden. So kann man z. B. bei der Behandlung eines Wärmeüber-

gangsprozesses mit temperaturabhängiger Viskosität eine charakteristische 

Wandtemperatur oder eine andere prozessrelevante Temperatur als Bezugstem-

peratur für die Viskosität einführen, ohne dass die Gültigkeit einer etwa resultie-

renden dimensionslosen Beziehung auf bestimmte Werte dieser Temperatur be-

schränkt wäre. Die bezugsinvariante Approximation führt oftmals gegenüber an-

deren Stofffunktionsapproximationen zu einer kleineren Anzahl von Dimensions-

losen. 

Nach Vorstehendem liest man aus den Standarddarstellungen (2.-8) die kenn-

zeichnenden Bestimmungselemente 

( )s p , 1 2/c c   und         bzw.     ( )s p   und  2c  (2.-9) 

ab, die im Falle einer bezugsinvarianten Stoffwertapproximation in eine Einfluss-

größenliste aufzunehmen wären. 

2.4 Funktionsansätze für dimensionslose Beziehungen 

In den ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen lassen sich experimentell er-

mittelte Beziehungen zwischen dimensionslosen Größen oftmals mit Erfolg durch 

Potenzproduktansätze der Form 
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1 2
1 2Π Π Π Πk naa a a

nk
konst=  (2.-10) 

oder 

1
1 1(Π ) (Π ) (Π )k na aa

k k n nc c c konst+ + + =  (2.-11) 

approximieren. Man denke z. B. an den bekannten von Nusselt eingeführten An-

satz 

Nu Re Prm nkonst=  , (2.-12) 

der sich zur Beschreibung des stationären Wärmeüberganges bei erzwungener 

Konvektion bewährt hat. 

Dieser Sachverhalt steht aber in keinerlei formal-logischem Zusammenhang mit 

den dimensionstheoretischen Grundlagen; die obigen Ansätze sind lediglich ap-

proximationstechnisch günstig und außerdem leicht zu handhaben. Wenn man 

für einen physikalischen Sachverhalt, etwa aus theoretischen Erwägungen her-

aus, eine bestimmte mathematische Struktur des beschreibenden dimensionslo-

sen Zusammenhanges vermuten kann, dann wird man dieses Wissen zur Aus-

wahl eines besonders geeigneten Approximationsansatzes nutzen und nicht auf 

die o. g. Ansätze zurückgreifen. Dabei kann man mit den Zahlenwerten der di-

mensionslosen Größen in bekannter Weise mathematisch operieren, d. h. man 

kann sie auch als Argument von mathematischen Funktionen (z. B. von Exponen-

tial- und trigonometrischen Funktionen) verwenden. 
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3 BEISPIELE ZUR DIMENSIONSANALYSE 

In diesem Kapitel werden sowohl einfache als auch umfassendere Beispiele zur 

Dimensionsanalyse behandelt, die insbesondere für Ingenieure die universelle 

Anwendungsmöglichkeit dieser Methode verdeutlichen sollen. Dabei wird in der 

Regel davon ausgegangen, dass bereits eine hinreichend vollständige Liste von 

Einflussgrößen für den zu behandelnden technisch-physikalischen Sachverhalt 

vorliegt.  

3.1 Stationäre Rohrströmung 

3.1.1 Strömungsform 

Bei der stationären Rohrströmung sind die laminare und die turbulente Strö-

mungsform zu unterscheiden (s. Bild 3.1), wobei sich die Bezeichnung „stationär“ 

bei der Letzteren auf die (von lokalen Geschwindigkeitsschwankungen überla-

gerte) Grundgeschwindigkeit der Strömung bezieht.  

 

Bild 3.1: Strömungsformen bei voll ausgebildeter Rohrströmung 

Zur Untersuchung der Bedingungen, unter denen die eine oder die andere Strö-

mungsform vorliegt, denke man sich einen Versuchsstand, auf dem hinreichend 

lange Rohre mit unterschiedlichen Durchmessern mit ausgewählten Fluiden bei 

frei einstellbaren Volumenströmen durchströmt werden können. In jedem Ver-

suchslauf sei in einiger Entfernung vom Rohreinlaufbereich durch Beobachtung 

feststellbar, ob die laminare oder die voll turbulente Strömungsform vorliegt. Die 

zu diesem Gedankenexperiment zu erwartenden Versuchsergebnisse lassen sich 

wie folgt skizzieren. 

Erstens) In einer Versuchsserie mit veränderlichem Volumenstrom V  und sonst 

konstanten Bedingungen lassen sich zwei charakteristische Grenzwerte lamV und 

turbV  ermitteln, mit den Bedeutungen  

Die Strömung ist eindeutig laminar

Die Strömung ist eindeutig turbulent

lam

turb

V V

V V




 . (3.-1) 

Für Volumenströme zwischen diesen beiden Grenzwerten ist es in der Regel nicht 

möglich, die Strömung wegen ihres fluktuierenden Charakters eindeutig einer 

der beiden Kategorien zuzuordnen. 

Zweitens) Bei Versuchen mit Rohren verschiedener Durchmesser und mit Fluiden 

von unterschiedlicher Dichte und dynamischer Zähigkeit stellt man fest, dass sich 

die Volumenstromgrenzwerte lamV  und turbV  verändern, d. h. es gelten Einfluss-

größenzusammenhänge der Form 
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( , , )

( , , )

lam

turb

V f d

V f d

 

 

=

=
. (3.-2) 

,lam turbV V  Volumenstrom (unterer bzw. oberer Wert) 

   Dichte 

   Dynamische Viskosität 

d  Rohrdurchmesser 

Für die zum Übergang auf dimensionslose Zusammenhänge durchzuführende Di-

mensionsanalyse wird zweckmäßig ein  , ,M L T -System gewählt. Mit dem Volu-

menstromgrenzwert lamV (mit turbV  wäre analog zu verfahren) erhält man zu-

nächst die in Bild 3.2 links stehende Dimensionstafel. 

 

Bild 3.2: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-2) und Spalteneliminierung 

Die anschließende Dimensionsanalyse wird hier (und analog bei allen weiteren 

Beispielen) mit Hilfe der in /3/ demonstrierten schrittweisen Eliminierung der 

Spalten der Dimensionsmatrix. vorgenommen. 

In der T-Spalte der Tafel ① (Bild 3.2) verursachen nur lamV  und   einen Ein-

trag, so dass die Kombination dieser beiden Größen sofort zur Eliminierung der 

T-Spalte und damit zur Tafel ② führt. Durch Kombination der ersten beiden Zei-

len in dieser Tafel mit Potenzen von d wird die L-Spalte eliminiert, so dass nun 

Tafel ③ mit nur zwei Einträgen in der M-Spalte verbleibt. Die Eliminierung der 

M-Spalte liefert schließlich den dimensionslosen Zusammenhang 

Relam

lamV
konst

d




=  ..und analog hierzu   

Returb

turbV
konst

d




= . (3.-3) 

Die Anzahl der gefundenen Dimensionslosen (beide sind der Struktur nach Rey-

noldszahlen4F4F4F4F

5) ist hier gleich der Anzahl der Einflussgrößen vermindert um die 

der Grundgrößen (4-3=1). Das ist zwar häufig aber nicht immer so. Bei der in Bild 

3.2 dargestellten Vorgehensweise zur Eliminierung der Spalten der Dimensions-

matrix braucht man sich jedoch nicht um die korrekte Anzahl der Dimensionslo-

sen zu sorgen, da diese von selbst gefunden wird. 

 
5 Wegen 2V wd (w ist die mittlere Strömungsgeschwindigkeit) könnte man auch in die geläufi-

gere Form der Reynoldszahl Re /wd =  umschreiben, wovon natürlich der Wert der Kon-
stanten in Gleichung (3.-3) betroffen wäre. 
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Mit den vorstehend erhaltenen beiden Dimensionslosen lässt sich Gleichung 

(3.-1) verallgemeinern in 

Re Re Die Strömung ist eindeutig laminar

Re Re Die Strömung ist eindeutig turbulent

lam

turb




 . 

Damit ist die Frage nach den Bedingungen, unter denen eine laminare oder eine 

voll turbulente Rohrströmung vorliegt, in erster Näherung beantwortet. Zur Be-

stimmung der beiden Konstanten in Gleichung (3.-3) reicht prinzipiell ein Ver-

suchslauf (Volumenstrom V variabel) mit einem Rohr (Durchmesser d) und ei-

nem Fluid (Dichte  , dynamische Viskosität  ), bei dem die Volumenströme 

lamV  und turbV  ermittelt werden. 

Anmerkung: In unterschiedlichen Versuchseinrichtungen werden verschiedene 

Werte Relam , Returb  festgestellt, woraus zu schließen ist, dass die Einflussgrö-

ßenliste (3.-2) nicht vollständig ist (so sind z. B. zufällige Geschwindigkeitsstö-

rungen in der Zuströmung zum Rohreinlauf unberücksichtigt geblieben). Für 

Rohrströmungen unter technischen Bedingungen wird in der Literatur für Relam  

häufig ein Wert von ungefähr 2300 genannt. Angaben für Returb  sind seltener 

und unschärfer, sie liegen bei 3000 bzw. 3500 und höher. 

3.1.2 Druckabfall in Strömungsrichtung 

Bei der Rohrströmung (laminar oder turbulent) entsteht infolge der Scherströ-

mung in Wandnähe generell ein Druckabfall /p x   in Strömungsrichtung. In 

Bild 3.3 sind die für den turbulenten Fall als wesentlich zu erachtenden Einfluss-

größen eingetragen. 

 
Bild 3.3: Zum Druckverlust bei ausgebildeter turbulenter Rohrströmung 

Hiernach gilt für den Druckgradienten /p x   die nachstehende Einflussgrößen-

liste  

/ ( , , , , )p x f V d k   =  . (3.-4) 

/p x   Druckgradient in Strömungsrichtung 

V  Volumenstrom 

d  Rohrdurchmesser 

k  Mittlere Wandrauigkeit 

  Dynamische Viskosität 

  Dichte 
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Bild 3.4: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-4) im  , ,M L T -System 
und Eliminierung der Spaltenvektoren 

Im  , ,M L T -System gehört hierzu die Dimensionstafel ① in Bild 3.4. Nach Eli-

minierung der Spaltenvektoren erhält man mit der Potenzproduktumwandlung 

23 5

2 2

/ /p x d V p x d

d V

     

 

−
 

 = 
 

 (3.-5) 

den dimensionslosen Zusammenhang 

5

2

/
,

p x d V k
F

d dV

  



 
=  

 
. (3.-6) 

Die Dimensionslose auf der linken Seite kann wegen 2 /4V wd =  (w  ist die mitt-

lere Strömungsgeschwindigkeit) umgeschrieben werden in 

2

/ 4p x d

w

 


 , (3.-7) 

woraus kenntlich wird, dass es sich bei dieser Größe bis auf den Faktor / 2  um 

die aus der Strömungsmechanik bekannte dimensionslose Rohrreibungszahl 

2

/
2

p x d

w

 



=  (3.-8) 

handelt. Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer, die der Struktur 

nach eine Reynoldszahl darstellt, kann analog in die bekanntere Form 

Re
wd


=  (3.-9) 

umgeschrieben werden. 
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Mit den beiden vorstehenden Umformungen geht der dimensionslose Zusammen-

hang in Gleichung (3.-6) in die gebräuchlichere allgemeine Form des sog. Rohrrei-

bungsgesetzes  

Re,
k

G
d


 

=  
 

 (3.-10) 

über. Für diesen dimensionslosen Zusammenhang sind verschiedene experimen-

tell ermittelte Gleichungsformulierungen bekannt geworden, so z. B. das Gesetz 

nach Colebrook 

1 18,7
1,74 2lg 2

Re

k

d 

 
= − + 

 
 (3.-11) 

für den Übergangsbereich laminar-turbulent. Die graphische Darstellung dieser 

Gleichungen (siehe z. B. Bild 3.5) bezeichnet man üblicherweise als „Moody-Dia-

gramm“. 

 
Bild 3.5: Rohrreibungsgesetz nach Colebrook 

Zurückkehrend zur Gleichung (3.-6) kann diese mit der Potenzproduktwandlung 

5 4

2

/ /p x d V p x d

d VV

    

 
 =  , (3.-12) 

in die gleichwertige Form 

4
*/

,
p x d V k

F
d dV

  



 
=  

 
 (3.-13) 

umgeschrieben werden, die für verschwindende Werte der Argumentvariablen in 

das bekannte laminare Rohrreibungsgesetz nach Hagen-Poiseuille übergeht,  

4/p x d
konst

V

 


=  , (3.-14) 



 

27 

 

mit einer zunächst unbekannten Konstante. 

Dieser sehr einfache Grenzfall, der einer ungestörten laminaren Strömung im 

glatten Rohr entspricht, lässt sich auch analytisch behandeln. Dabei ergibt sich 

die o. g. Konstante rechnerisch zu 128 /  . Das vollständige Gesetz nach Hagen-

Poiseuille lautet folglich 

4/ 128p x d

V

 


=  . (3.-15) 

Im strömungstechnischen Schrifttum wird diese Gleichung mit 2 ( /4)V d w=  

und durch eine (im Prinzip belanglose und deshalb fragwürdige) Division der lin-

ken und der rechten Seite mit 2Re 2 /wd =  umgeschrieben in die Form 

64

Re
 =  , (3.-16) 

die nun, analog zum turbulenten Fall, auch für den laminaren Fall eine Rohrrei-

bungszahl in Abhängigkeit der Reynoldszahl ausweist. Dementsprechend wird 

diese Gleichung häufig in Moody-Diagrammen zusammen mit Rohrreibungsge-

setzen für den turbulenten Fall graphisch dargestellt (so wie in Bild 3.5 demons-

triert). Die Gleichung (3.-16) erweckt allerdings nur infolge ihrer fragwürdigen 

Entstehung den Anschein, dass der Druckverlust bei laminarer Strömung von der 

Reynoldszahl abhängig ist, was mit Blick auf die Ausgangsgleichung (3.-15) tat-

sächlich nicht der Fall ist (die Dichte kommt in dieser Gleichung nicht vor). So 

gesehen stellt die (zwar mathematisch korrekte) Gleichung (3.-16) gewisserma-

ßen eine Verfälschung des Gesetzes nach Hagen-Poiseuille dar. 

Das vorstehend behandelte Rohrreibungsgesetz nach Hagen-Poiseuille wurde als 

Grenzfall „turbulenzfreie Strömung im glatten Rohr“ aus Gleichung (3.-13) gefol-

gert. Dieses Gesetz lässt sich auch auf einem anderen Wege gewinnen, der als ein 

Beispiel dafür dienen möge, dass es manchmal nützlich sein kann, ein Problem 

vor dem Hintergrund von verschiedenen Grundgrößensystemen zu untersuchen. 

Die Einflussgrößenliste (3.-4) wird zunächst für den Fall des glatten Rohres durch 

Streichung der mittleren Wandrauigkeit modifiziert in 

/ ( , , , )p x f V d   =  . (3.-17) 

Für diese Einflussgrößenliste wird nachfolgend eine Dimensionsanalyse in einem 

 , , ,F M L T -System durchgeführt, in dem neben der Masse auch die Kraft als 

Grundgröße verwendet wird. Die nun um eins größere Anzahl der Grundgrößen 

mag die Aussicht auf eine entsprechend um eins kleinere Anzahl der gesuchten 

Dimensionslosen eröffnen. Dabei ist allerdings zu berücksichtigen, dass Masse 

und Kraft über das Newton'sche Grundgesetz verbunden sind, das jetzt in der 

Form 0/F ma g=  geschrieben werden muss. Die hierin auftretende Dimensions-

konstante 0g  mit der Dimension   2 1
0g MLT F− −=  ist im  , , ,F M L T -System 

grundsätzlich als Einflussgröße in Gleichung (3.-17) zu berücksichtigen. Neben 

der Anzahl der Grundgrößen nimmt also auch die Anzahl der Einflussgrößen um 
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eins zu, wodurch die Hoffnung auf eine kleinere Anzahl von Dimensionslosen ent-

fällt. Etwas anderes gilt nur dann, wenn man durch physikalische Überlegung 

entscheiden kann, dass die Konstante 0g  problemirrelevant ist. 

Letzteres ist hier tatsächlich der Fall. Die Strömung nach Hagen-Poiseuille ist 

nämlich als laminare Strömung allein durch Druck- und Zähigkeitskräfte ge-

prägt, und nicht zusätzlich durch Trägheitskräfte. Deshalb ist das Newton'sche 

Grundgesetz für diese Form der Strömung problemirrelevant. Folglich braucht 

auch die in diesem Gesetz auftretende Dimensionskonstante 0g  nicht in die Ein-

flussgrößenliste (3.-17) aufgenommen zu werden. Hiernach erhält man im 

 , , ,F M L T -System die Dimensionstafel ① in Bild 3.6. 

 

Bild 3.6: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-17) im  , , ,F M L T -System 

und Eliminierung der Spaltenvektoren 

Eine Inspektion der Dimensionsmatrix in ① zeigt zunächst, dass die gewählte 

Einflussgrößenliste nicht konsistent ist. In der M-Spalte wird nämlich allein 

durch die Dichte   ein Eintrag verursacht, sodass diese Spalte nicht eliminiert 

werden kann (vergl. Kap. 2.2). Zur Herstellung der Konsistenz wird hier die 

Dichte als problemirrelevant angesehen und deshalb aus der vorstehenden Di-

mensionstafel gestrichen. Die sukzessive Eliminierung der verkürzten Spalten 

führt dann auf die dimensionslose Beziehung 

4/p x d
konst

V

 


=  , (3.-18) 

die mit der als Grenzfall erhaltenen Gleichung (3.-14) übereinstimmt, wodurch 

auch die angenommene Problemirrelevanz der Dichte bestätigt wird.. 

3.1.3 Wärmeübergang 

Betrachtet wird der Wärmeübergang in einem Rohrabschnitt mit (im ersten 

Schritt) ausgebildeter turbulenter Strömung zwischen dem Strömungsmedium 

und der Rohrwand (s. Bild 3.7). 

Mit den im Bild eingetragenen Einflussgrößen gilt für den mit der Rohrwand aus-

getauschten Wärmestrom 

( , , , , , , , , / )m pQ f T w c p d l d    =  . (3.-19) 
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Q  Wärmestrom 

T  Temperaturdifferenz 0m WmT T T = −  

mw  Mittlere Strömungsgeschwindigkeit ( 24 /mw V d = ) 

  Dynamische Viskosität 

  Dichte 

  Wärmeleitfähigkeit 

pc  Spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck 

p  Druckabfall über der Länge l infolge von Zähigkeitswirkungen 

d Innerer Rohrdurchmesser 

l Länge des Rohrabschnitts 

Anmerkungen: 1) Die Verwendung von T  anstelle von 0mT  und WmT  setzt 

konstante Stoffwerte voraus, da sonst das Temperaturniveau fixiert werden muss 

(vergl. Kap. 2.3). 2) In der Einflussgrößenliste wurde statt der Länge l die offen-

sichtlich Dimensionslose /l d  eingetragen, die bei der Durchführung der Dimen-

sionsanalyse nicht mehr berücksichtigt werden muss. 

 
Bild 3.7: Wärmeübergang bei ausgebildeter turbulenter Rohrströmung 

Die hier gegebene Rohrströmung ist mit einem Druckabfall über der Länge l ver-

bunden (vergl. Kap. 3.1.2), d.  h. mit der Dissipation von Druckarbeit. Deshalb 

wird die Dimensionsanalyse in einem  , , ,M L T  -System durchgeführt (siehe 

Bild 3.8). Die ebenfalls mögliche Dimensionsanalyse in einem  , , , ,M L T Q -Sys-

tem brächte keinen Vorteil, weil dann das in diesem Fall problemrelevante me-

chanische Wärmeäquivalent als zusätzliche Einflussgröße berücksichtigt werden 

müsste. 

Unter Einschluss der offensichtlich Dimensionslosen /l d  erhält man als Ergeb-

nis der Dimensionsanalyse 

3 2 2 2
, , , ,

p

m p mm m m

TcQ p l
F

w d c w d dw d w w

   

  

 
=   

 

 . (3.-20) 

Durch Potenzproduktumwandlungen unter den gefundenen Dimensionslosen 

lässt sich diese Beziehung umformen in 

2 2
, , , ,

p pm

m m

c c Tw dQd pd l
G

Td l dw lw

A

  

     

 
=   

 

 , (3.-21) 

wobei auf der linken Seite noch mit 1/  multipliziert wurde, um die für die Bil-

dung der Wärmeübergangszahl benötigte Rohrinnenfläche zu erhalten. Hiernach 



 

30 

 

handelt es sich bei der links vom Gleichheitszeichen stehenden Dimensionslosen 

um eine etwas andere Formulierung der Nusseltzahl Nu /d = .  

 

Bild 3.8: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-19) und Eliminierung 
der Spaltenvektoren 

Die ersten beiden Dimensionslosen in der Argumentklammer der Gleichung 

(3.-21)  sind die Reynoldszahl Re und die Prandlzahl Pr. Die dritte Dimensions-

lose, die gemäß den ausführlichen Ausführungen in Kap. 3.3 mit der Dissipation 

von kinetischer Strömungsenergie in Zusammenhang steht, dürfte hier keine 

Rolle spielen, weil keine dissipative wirblige Strömung vorliegt. Die vierte Dimen-

sionslose ist die Rohrreibungszahl R  (vergl. Kap. 3.1.2), die sich auf die hier ge-

gebene Dissipation von Druckarbeit bezieht. 

Somit kann schließlich geschrieben werden 

( )Nu Re, Pr, , /RG l d=  . (3.-22) 

Im Schrifttum findet man für diese Beziehung z. B. den durch empirische Unter-

suchungen ermittelten Gleichungsansatz 
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( )2/3

2/3

(Re 1000)Pr
8Nu 1 ( / )

1 12,7 (Pr 1)
8

R

R

d l





−

= +

+ −

 . (3.-23) 

Unter Verwendung des von Nusselt eingeführten Funktionsansatzes (vergl. Kap. 

2.4) wurde auch die einfachere Formulierung 

( )0,786 0,45 2/3Nu 0,024Re Pr 1 ( / )d l= +  (3.-24) 

aufgestellt, die die Dissipation von Druckarbeit unberücksichtigt lässt. 

Aus Gleichung (3.-22) lässt sich in wenigen Schritten ein dimensionsloser Zusam-

menhang für den Wärmeübergang im laminar durchströmten Rohr gewinnen. Zu-

nächst wird die Rohrreibungszahl R , die nur für turbulente Strömungen defi-

niert ist (vergl. Kap. 3.1.2), durch eine dimensionstheoretisch gleichwertige etwas 

anders formulierte dimensionslose Druckdifferenz ersetzt, die über die Potenzpro-

duktumwandlung  

2

2
Re m

R
mm

w dpd pd

lwlw

 


 
 =  =  (3.-25) 

entsteht. Wenn man hierin noch die mittlere Strömungsgeschwindigkeit über 
2/ ( 4)mw V d =  durch den Volumenstrom ausdrückt, geht diese neue Dimensi-

onslose über in die Form 4( / ) 4pd lV   , die bis auf den Faktor /4  überein-

stimmt mit der Dimensionslosen auf der linken Seite des Rohrreibungsgesetzes 

nach Hagen-Poiseuille in Gleichung (3.-15). Gemäß diesem Gesetz wird diese Di-

mensionslose bei laminarer Strömung zu einer Konstanten. Da dann auch die 

Reynoldszahl ausscheidet (keine Trägheitskräfte), geht der dimensionslose Zu-

sammenhang nach Gleichung (3.-22) für den laminaren Fall über in 

( )Nu Pr, /lam G l d=  . (3.-26) 

Historische Anmerkung: Bei der vorstehend behandelten Rohrströmung erfolgt 

die Wärmeübertragung durch „erzwungene Konvektion“, d. h. die mit der Rohr-

wand ausgetauschte Wärme wird in Form von innerer Energie durch einen er-

zwungenen Stoffstrom zu- bzw. abgeführt. Früher nahm man an, dass der Wär-

meübergang in Verbrennungsmotoren grundsätzlich nach demselben Mechanis-

mus abläuft. Deshalb haben verschiedene Autoren versucht, auf der Basis der 

Gleichung (3.-24) eine Wärmeübergangsgleichung für Verbrennungsmotoren zu 

entwickeln. Dabei sah man die Reynoldszahl als während des motorischen Pro-

zesses in Abhängigkeit von Druck und Temperatur veränderlich an. Zudem wurde 

für die inkludierte Geschwindigkeit ein Ansatz eingeführt, der neben dem Ein-

fluss der mittleren Kolbengeschwindigkeit auch einen der Verbrennung berück-

sichtigen sollte. Aus heutiger Sicht konnte dieses Vorgehen nur zu physikalisch 

inkorrekten groben Gebrauchsformeln führen, weil die Bedeutung des hochgradig 

instationären Ablaufes des Arbeitsprozesses in Verbrennungsmotoren verkannt 
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wurde. Immerhin haben sich diese einfachen Gleichungsansätze bei der Entwick-

lung von frühen Computerprogrammen zur praxisorientierten Berechnung des 

motorischen Arbeitsprozesses als nützlich erwiesen, weil sie rein mathematisch 

gesehen eine grobe Berücksichtigung des Wandwärmeübergangs ermöglichten. 

Hinzu kommt, dass der Einfluss eines fehlerhaft berechneten Wärmeübergangs 

mitunter gar nicht so groß ist, als dass prinzipielle Aussagen zur Arbeit und zum 

Wirkungsgrad des motorischen Arbeitsprozesses inakzeptabel verfälscht würden. 

3.2 Reibungsmoment bei der Strömung zwischen rotierenden 
Zylindern (Taylor-Couette-Strömung) 

Als Taylor-Couette-Strömung bezeichnet man die inkompressible viskose Strö-

mung im Ringspalt zwischen zwei koaxialen Zylindern (s. Bild 3.9), von denen im 

Allgemeinen sowohl der innere als auch der äußere Zylinder rotiert. Um den Be-

wegungszustand aufrechtzuerhalten, müssen die an der Außenseite des inneren 

und die an der Innenseite des äußeren Zylinders angreifenden Scherkräfte der 

Strömung durch äußere Drehmomente ausgeglichen werden. Das in der Skizze 

angedeutete einfache Geschwindigkeitsprofil ist nur bei geringen Rotationsge-

schwindigkeiten zu erwarten. 

 

Bild 3.9: Strömung zwischen rotierenden Zylindern 

Es ist davon auszugehen, dass beide Drehmomentwerte diM  und daM  von den-

selben Einflussgrößen abhängen. Deshalb wird die Einflussgrößenliste allgemein 

mit dem Drehmoment dM  formuliert: 

, , , , ,d a a
i i

i i

M r
f r

l r


  



 
=  

 
 . (3.-27) 

/dM l  Drehmoment, bezogen auf die Zylinderlänge 

i , a  Winkelgeschwindigkeit des inneren bzw. äußeren Zylinders 

  Dynamische Viskosität 

  Dichte 

ir , ar  Radius des inneren bzw. äußeren Zylinders 

In der vorstehenden Liste wurden a  und ar  durch die bereits offenkundig di-

mensionslosen Größen /a i   und /a ir r  ersetzt, die bei der weiteren Dimensions-

analyse unberücksichtigt bleiben können. 
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Die zu dem Einflussgrößenzusammenhang (3.-27) gehörige Dimensionstafel ① 

im  , ,M L T -System ist in Bild 3.10 dargestellt. 

 

Bild 3.10: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-27) und Eliminierung 
der Spaltenvektoren 

Mit den in Bild 3.10 nach Eliminierung der Spaltenvektoren erhaltenen Dimen-

sionslosen und den beiden vorstehend bemerkten offensichtlichen Dimensionslo-

sen erhält man die dimensionslose Beziehung 

2

2
, ,d i i a a

i ii i

M r r
F

rr l

  

 

 
=   

 

 , (3.-28) 

Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer ist der Struktur nach eine 

Reynoldszahl. Bei größeren Werten dieser Zahl wird die Strömung im Ringspalt 

turbulent (analog zur Rohrströmung). 

Zur Aufstellung von empirischen Gleichungen zwischen den gefundenen Dimen-

sionslosen würde man eine Versuchsanordnung mit zwei separat und variabel 

angetriebenen Zylindern benötigen, bei der zudem der innere Zylinder durch wei-

tere mit verschiedenen Radien austauschbar ist. Die Untersuchung, für die nur 

ein einziges Fluid  benötigt wird, wäre dann etwa für die verschiedenen Fälle „in-

nerer oder äußerer Zylinder rotiert“ bzw. „beide Zylinder rotieren“ durchzuführen. 

Für den Sonderfall des allein rotierenden äußeren Zylinders (klassische Couette-

Strömung) und rein laminare Strömung im Ringspalt (verschwindender Einfluss 

der Reynoldszahl) erhält man aus Gleichung (3.-28) 

2

d a

ii

M r
G

rr l

 
=  

 
 . (3.-29) 

Dieser einfache Fall lässt sich auch analytisch behandeln, mit dem Ergebnis 

2 2

4

1

d

i a

i

M

r l r

r



 −
=

 
−  
 

 . (3.-30) 
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3.3 Stationärer Wärmeübergang an einer Kugel in Querströmung 

Der hier zu untersuchende Sachverhalt ist in Bild 3.11 skizziert: Eine Kugel mit 

einer durch innere Beheizung konstant gehaltenen Oberflächentemperatur steht 

in einer turbulenten und hinsichtlich der Grundströmung stationären Querströ-

mung mit tieferer Temperatur. 

 

Bild 3.11: Kugel in einer Querströmung tieferer Temperatur 

Für den Wärmestrom, der von der Kugel an das umströmende Fluid übergeht, 

wird unter der Voraussetzung konstanter Stoffwerte des Fluids die folgende Ein-

flussgrößenliste aufgestellt: 

0( , , , , , , )Q f T D w c   =  . (3.-31) 

Q  Wärmestrom 

T  Temperaturdifferenz 0WT T−  

D Kugeldurchmesser 

0w  Geschwindigkeit der Querströmung 

  Dichte 

  Dynamische Viskosität 

  Wärmeleitfähigkeit 

c Spezifische Wärmekapazität 

Anmerkung: Die Verwendung von T  anstelle von WT  und 0T  setzt konstante 

Stoffwerte voraus, da sonst das Temperaturniveau fixiert werden muss (vergl. 

Kap. 2.3). 

Im  , , ,M L T  -System erhält man hierzu die Dimensionstafel ① in Bild 3.12. 

Durch sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren erhält man die Dimensions-

losen in Tafel ⑤, die mit Hilfe einiger Potenzproduktumwandlungen umgewan-

delt werden können in den dimensionslosen Zusammenhang 

0

2
0

, ,
w DQ c c T

F
D T w

  

  

 
=   

 

 . (3.-32) 

Die Dimensionslose auf der linken Seite lässt sich unter Erweiterung mit D  mit 

der Definition der Wärmeübergangszahl / KQ A T =  und mit der Kugeloberflä-

che 2
KA D=  umschreiben in 

2
Nu

Q Q D D

D T D T

 
 

  
= = =  , (3.-33) 
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Bild 3.12: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-31) und Eliminierung der 

Spaltenvektoren 

d. h. sie ist eine etwas andere Formulierung der bekannten Nusseltzahl Nu. Bei 

den ersten beiden Dimensionslosen in der Argumentklammer handelt es sich um 

die Reynoldszahl Re bzw. um die Prandlzahl Pr. Hiernach kann die Gleichung 

(3.-32) auch in der Form 

2
0

Nu Re, Pr,
c T

F
w

 
=   

 

 (3.-34) 

geschrieben werden. Im Hinblick auf die Bedeutung der dritten Dimensionslosen 

in der Argumentklammer ist es hier nützlich, die Dimensionsanalyse in einem 

 , , , ,M L T Q -System erneut durchzuführen, in dem die Wärme Q als zusätzli-

che Grundgröße verwendet wird. Damit kommt allerdings eine Dimensions-

konstante, das mechanische Wärmeäquivalent QA , ins Spiel, die in der Einfluss-

größenliste des Problems berücksichtigt werden muss: 

0( , , , , , , , )QQ g T D w c A   =  (3.-35) 

Die zugehörige Dimensionstafel ist nun die Tafel ① in Bild 3.13. Die weiteren 

Tafeln ② bis ⑥ zeigen die in diesem Fall etwas aufwändigere schrittweise Eli-

minierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix. 
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Bild 3.13: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-35) und Eliminierung der 

Spaltenvektoren 

Aus den in Tafel ⑥ gefundenen Dimensionslosen erhält man nach kurzer Potenz-

produktumwandlung die dimensionslose Beziehung 

0

2
0

, ,

Q

w DQ c c T
F

D T A w

  

  

 
 =
 
 

, (3.-36) 

die sich von der vorher im  , , ,M L T  -System gefundenen Beziehung (3.-32) nur 

dadurch unterscheidet, dass in der hinteren Dimensionslosen in der Argument-

klammer nun das mechanische Wärmeäquivalent QA  auftritt. Dies erlaubt den 

Schluss, dass diese Dimensionslose mit der Umwandlung von mechanischer Ener-

gie in thermische Energie zusammenhängen muss − hier mit der Dissipation von 

kinetischer Strömungsenergie in innere Energie. In einer Strömung mit vernach-

lässigbarer Dissipation ist aber dann QA  und damit auch die betreffende Dimen-

sionslose problemirrelevant, so dass Gleichung (3.-36) in die verkürzte Form 

0 ,
w DQ c

G
D T

 

  

 
=  

 
 (3.-37) 

übergeht. Dieser Schluss war bei der Untersuchung im  , , ,M L T  -System nicht 

so einfach zu ziehen. Der vorstehend behandelte physikalische Sachverhalt ist 
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deshalb ein Beispiel dafür, dass bei manchen Problemstellungen eine Untersu-

chung in verschiedenen Grundgrößensystemen nutzbringend sein kann. 

Schließlich noch eine Nebenbemerkung: Eine Kugel ohne innere Beheizung nimmt 

in einer stationären dissipativen Hochgeschwindigkeitsströmung eine soge-

nannte Übertemperatur 0WT T T = −  gegenüber der Strömung an. Für diese 

kann in dem geläufigeren  , , ,M L T  -System aus Gleichung (3.-32) mit 0Q =  

der dimensionslose Zusammenhang 

0

2
0

,
w DT c

H
w

 

 

 
=  

 
 (3.-38) 

gefolgert werden, 

 

3.4 Zeitlicher Temperaturverlauf in einer angeströmten Kugel 

Untersucht wird der in Bild 3.14 skizzierte Sachverhalt: Eine Kugel mit homoge-

ner Temperatur 0KT  wird abrupt zum Zeitpunkt 0t=  in eine turbulente Gasströ-

mung mit der Temperatur 0T  eingebracht. Der daraufhin einsetzende Wär-

meaustausch zwischen Kugel und Fluid führt zu einem instationären Tempera-

turfeld in der Kugel, wobei für große Zeiten eine homogen temperierte Kugel mit 

0KT T=  zu erwarten ist. 

Für die Temperatur KmT  im Kugelmittelpunkt gilt nach physikalischer Überle-

gung der Einflussgrößenzusammenhang: 

 

Bild 3.14: Zum Temperaturausgleich in einer angeströmten Kugel 

0 0 0( , , , , , , , , , , , )Km K K K KT f T T D t w c c    =  . (3.-39) 

0KT  Homogene Anfangstemperatur der Kugel 

0T  Temperatur der Querströmung 

D  Kugeldurchmesser 

t  Zeitspanne seit Kontaktbeginn Kugel/Strömung 

0w  Geschwindigkeit der Querströmung 

  Dynamische Viskosität des Fluids 

, ,c    Spezifische Wärmekapazität, Wärmeleitfähigkeit  
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 und Dichte des Fluids 

, ,K K Kc    Analoge Stoffwerte des Kugelmaterials 

Bei näherer Betrachtung der Einflussgrößen in der vorstehenden Liste und mit 

etwas Erfahrung fällt es nicht schwer, einige dieser Größen im  , , ,M L T  -Sys-

tem zu einfach strukturierten offensichtlichen Dimensionslosen zu verbinden. 

So leitet man in dem vorliegenden Fall etwa ab 

0 0
0

0 0

, , , , , , , , , , ,Km K K K
K

K

T T w D cc
f T D t c

T T c

  
 

   

 =  
 

 . (3.-40) 

Für die vollständige Dimensionsanalyse braucht man sich jetzt nur noch auf den 

Ausschnitt 

0
0

( , , , , , , )Km
K

T
f T D t c

T
 =  (3.-41) 

aus der Liste zu konzentrieren. 

Unter der Voraussetzung, dass die Dissipation in der Strömung zu vernachlässi-

gen ist, führt man die abschließenden Schritte zweckmäßig im  , , , ,M L T Q -

System durch. Das in diesem System grundsätzlich als Einflussgröße  zu berück-

sichtigende mechanische Wärmeäquivalent ist nämlich im Fall einer Strömung 

ohne Dissipation problemirrelevant, was zu einer um eins verringerten Anzahl 

der Dimensionslosen führt (vergl. die Ausführungen in Kap. 3.3). Die offensicht-

lichen Dimensionslosen in Gleichung (3.-40) sind auch in diesem erweiterten Sys-

tem dimensionslos. 

 

Bild 3.15: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-41) und Eliminierung 
der Spaltenvektoren 

Zu den noch dimensionsbehafteten Argumentvariablen in Gleichung (3.-41) ge-

hört hiernach die Dimensionstafel ① in Bild 3.15. Die weiteren Dimensionstafeln 

zeigen die schrittweise Eliminierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix. 

Man bemerke noch, dass in Tafel ② die Temperatur 0KT  gestrichen wurde, weil 

die zugehörige  -Spalte nicht eliminiert werden kann (vergl. Kap. 2.2). Damit 

wird aber hier die Temperatur 0KT  nicht als problemirrelevant gestrichen, sie ist 
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ja schon in den beiden offensichtlichen Dimensionslosen 0/Km KT T  und 0 0/ KT T  

enthalten. Es wird lediglich gefolgert, dass 0KT  in Bezug auf Gleichung (3.-40) in 

keiner weiteren Dimensionslosen mehr auftreten kann. 

Mit diesem Ergebnis und den weiter vorn gebildeten offensichtlichen Dimensions-

losen erhält man nun den vollständigen dimensionslosen Zusammenhang 

0 0

2
0 0

, , , , , ,Km K K K

K

T T w D ct c
F

T T cc D

   

   

 
=  

 
 . (3.-42) 

Die dritte und die vierte Dimensionslose in der Argumentklammer sind die Rey-

nolds- bzw. die Prandlzahl. 

Anhand von Gleichung (3.-42) soll noch gezeigt werden, auf welche Weise man 

mitunter zu einem erfolgversprechenden Gleichungsansatz zwischen den gefun-

denen dimensionslosen Bausteinen gelangen kann. Im vorliegenden Fall müsste 

ein Gleichungsansatz für 0/KmT T  die beiden Randbedingungen 

0

0 0 0

0 :    0 : 1Km K KmT T T
t t

T T T
= = =  (3.-43) 

erfüllen. Hiermit und für konstante Stoffwerte könnte man nach einigem Probie-

ren und mit etwas physikalischer Überlegung als Ansatzversuch formulieren 

0 0

2
0 0 0

1 1 exp RexKm K KT T T t
C

T T T c D





   
= + − − −   

    
 . (3.-44) 

Der Koeffizient C und der Exponent x wären experimentell zu bestimmen. 

 

3.5 Temperaturausgleich im Behälter 

Ein Behälter mit konstanter innerer Oberflächentemperatur wird zum Zeitpunkt 

„null“ abrupt mit einem (im ersten Schritt turbulenzfrei gedachten) Gas von ab-

weichender Temperatur gefüllt. Daraufhin setzt ein Temperaturausgleichsvor-

gang zwischen der Wand und dem eingeschlossenen Gas ein, der so lange andau-

ert, bis die Gastemperatur homogen verteilt und gleich der Wandtemperatur ist. 

 
Bild 3.16: Zum instationären Wärmeübergang im Behälter 

  



 

40 

 

Gefragt ist der zeitliche Verlauf der dabei zwischen dem Gas und der Wand auf-

tretenden Wärmestromdichte. Die für diesen Vorgang wesentlichen Einflussgrö-

ßen sind in Bild 3.16 eingetragen. In der folgenden Einflussgrößenliste wurden 

bereits einige Größen zu offensichtlichen Dimensionslosen verbunden, die bei der 

weiteren Dimensionsanalyse nicht mehr berücksichtigt werden müssen. 

0 0 0( , , , / , , / , , )W W p pq f t T T T c R c D  =  (3.-45) 

Wq  Mittlere Wandwärmestromdichte 

t  Zeitspanne seit Beginn des Gas-Wand Kontaktes 

0 , 0T  Gasdichte und -temperatur bei 0t =  

WT  Wandtemperatur (zeitlich konstant) 

pc  Spezifische Wärmekapazität bei p konst=  

R Spezielle Gaskonstante 

  Wärmeleitfähigkeit 

D Innendurchmesser des kugelförmigen Behälters 

Die Dimensionsanalyse erfolgt vorteilhaft in einem  , , , ,M L T Q -System (siehe 

Bild 3.17). Da der hier behandelte Vorgang keine mechanisch-thermische Ener-

giewandlung beinhaltet, ist nämlich das sonst als Dimensionskonstante zu be-

rücksichtigende mechanische Wärmeäquivalent problemirrelevant. 

 

Bild 3.17: Dimensionstabelle ① zu Gleichung (3.-45) und Eliminierung 
der Spaltenvektoren. 

Hiernach und mit den offensichtlichen Dimensionslosen aus Gleichung (3.-45) so-

wie unter Einführung der sogenannten Temperaturleitzahl 0/ pa c =  folgt der 

dimensionslose Zusammenhang 

2
0 0

, ,W W

p

Tq D ta R
F

T T cD





 
=   

 
  (3.-46) 
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Anmerkung: Bei der instationären Wärmeübertragung ist die Temperaturleit-

zahl ein Maß dafür, wie schnell die durch den Vorgang verursachten Temperatur-

gradienten in Wandnähe durch Wärmeleitung abgebaut werden. Kleine Werte 

der Temperaturleitzahl wirken in Richtung auf größere Temperaturgradienten 

und führen damit auch zu größeren Werten der Wandwärmestromdichte. 

Ein Funktionsansatz zwischen den Dimensionslosen in Gleichung (3.-46) muss 

die folgenden Bedingungen erfüllen: 

0

für 0

0 für 

0 für 

W

W

W W

q t

q t

q T T





→ =

= →

= =

 

Außerdem muss für große Kugelbehälter der Einfluss des Durchmessers ver-

schwinden, da dann ein ebenes Problem vorliegt. Mit etwas Überlegung gelangt 

man hiernach unter Vernachlässigung des Einflusses von / pR c  zu dem Funkti-

onsansatz 

1 2
0 0

1 1 expW WTq ta D
C C

T T ta



 

   
= − − −   

    
. (3.-47) 

Nach diesem Ergebnis für den turbulenzfreien Fall soll noch der Einfluss einer 

bei der Füllung des Behälters entstandenen Anfangsturbulenz in Betracht gezogen 

werden. Hierzu wird gemäß folgender Überlegungen verfahren: 

1) Es wird angenommen, dass sich der Turbulenzzustand des Gases zu Beginn 

des Vorgangs durch eine mittlere Turbulenzintensität 0v   und ein mittleres cha-

rakteristisches Längenmaß 0  der Wirbelelemente charakterisieren lässt. 

2) Bei der Gleichung (3.-47) muss es sich um die spezielle Form der nun gesuchten 

allgemeineren Gleichung für den turbulenten Wärmeübergang handeln, in die die 

Letztere für sehr kleine Werte der Turbulenzintensität übergeht. Deshalb sollte 

es möglich sein, die Gleichung (3.-47) durch eine unter Verwendung der Turbu-

lenzdaten unter Punkt 1) vorgenommene Formelerweiterung auf den turbulenten 

Fall zu verallgemeinern. 

3) Bekanntlich werden Wärmeaustauschvorgänge an Wandungen durch Turbu-

lenzwirkungen verstärkt, da diese eine Vergrößerung der Temperaturgradienten 

an der Wand zur Folge haben. Dabei kommt es zu einer Überlagerung mit der 

weiter oben beschriebenen Auswirkung der Temperaturleitzahl auf den Tempe-

raturgradienten. Eine Verringerung der Temperaturleitzahl sollte sich hiernach 

so ähnlich auswirken, wie eine zunehmende Turbulenz. 

Nach Vorstehendem wird als Arbeitshypothese formuliert: Zur Verallgemeine-

rung der Gleichung (3.-47) auf den turbulenten Fall ist die Temperaturleitzahl a 

durch eine „scheinbare turbulente Temperaturleitzahl“ turba  zu ersetzen, die mit 

zunehmender Turbulenzwirkung gegenüber der Erstgenannten abfällt und um-

gekehrt. Da bei dem hier gegebenen instationären Vorgang die Turbulenz infolge 
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von Zähigkeitswirkungen über der Zeit abklingen wird, ist mit einem dement-

sprechenden Einfluss der Zähigkeit und der Zeit auf turba  zu rechnen. Hiernach 

wird die folgende Einflussgrößenliste aufgestellt: 

0 0 0( , , , , )turba
f v t

a
   = . (3.-48) 

turba  Scheinbare turbulente Temperaturleitzahl 

a  Temperaturleitzahl 

0v   Mittlere Turbulenzintensität zu Beginn des Vorgangs 

  ( 2 kinv e= , kine ist die massebezogene kinetische 

  Turbulenzenergie) 

0  Mittleres charakteristisches Längenmaß der 

  Wirbelelemente zu Beginn des Vorgangs 

0  Dichte zu Beginn des Vorgangs 

  Dynamische Viskosität  

t  Zeitspanne seit Beginn des Vorgangs 

Die Dimensionsanalyse ist in einem  , ,M L T -System durchzuführen. In Bild 

3.18 ist die Dimensionstafel ① zu der vorstehenden Einflussgrößenliste darge-

stellt, wobei die bereits dimensionslose Größe /turba a  nicht mehr mitgeführt 

werden musste. 

 

Bild 3.18: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-48) und nachfolgende 
Eliminierung der Spaltenvektoren 

Mit der Potenzproduktumwandlung  

2
0 0 0 0 0 0

0

v t v

t

    

  

 
 =  (3.-49) 

erhält man als Ergebnis der Dimensionsanalyse den dimensionslosen Zusammen-

hang 

0 0 0

2
0 0

,turba v t
F

a

   

  

 
=  

 
. (3.-50) 

Für einen Gleichungsansatz mit den gefundenen Dimensionslosen ist zu fordern: 

1turba

a
→    für   0 0 0 0

v 




→       (turbulenzfreier Grenzfall) 

und 
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1turba

a
→    für   

2
0 0

t 

 
→       (abgeklungene Turbulenzwirkung) 

Diese Forderungen lassen sich erfüllen durch 

0 0 0
1 2 2

0 0

1

1 exp

turb

x

a

a v t
C C

   

  

=
   

+ −  
   

 . (3.-51) 

 

 

3.6 Wärmeabfuhr bei der Kompression eines Gases 

Betrachtet wird der in Bild 3.19 skizzierte Zylinder, in dem das eingeschlossene 

Gas durch die Bewegung eines Kolbens von einem vorgegebenen Anfangsvolumen 

auf ein ebenfalls vorgegebenes Endvolumen verdichtet wird. Gefragt ist die dabei 

abgeführte Wärme. Zu Beginn des Vorgangs befinde sich das System im thermi-

schen Gleichgewicht, d. h. die Gas- und die Wandtemperatur mögen dann über-

einstimmen. Die Wandtemperatur werde während des Vorgangs konstant gehal-

ten. 

           
Bild 3.19: Kompressionszylinder 

Für die gesuchte Wärme wird die folgende Einflussgrößenliste aufgestellt: 

1/3
0 0 min( , , , , / , , , / , / )W K pQ f t T R c R V V V D V     =  (3.-52) 

WQ  Während der Kompression abgeführte Wärme 

Kt  Zeitliche Dauer des Kompressionshubes 

0 0,T  Anfangswerte von Dichte und Temperatur des Gases 

, pR c  Spez. Gaskonstante und spez. Wärmekapazität 

  Wärmeleitfähigkeit 

V  Volumenänderung bei der Kompression 

minV  Gasvolumen bei Kompressionsende 

D  Zylinderdurchmesser 
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In der vorstehenden Liste wurden bereits einige Einflussgrößen zu offensichtli-

chen Dimensionslosen verbunden, die in der folgenden für ein  , , ,M L T  -Sys-

tem aufgestellten Dimensionstafel nicht mehr mitgeführt werden müssen. 

 

Bild 3.20: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-52) und nachfolgende 
Eliminierung der Spaltenvektoren 

Mit den offensichtlichen Dimensionslosen aus Gleichung (3.-52) und den (grund-

sätzlich willkürlichen) Potenzproduktumwandlungen 

12 2
0

5/3 2/3
0 00

=W K K WQ t RT t Q

RT VV V

 

   

−
 

   
 

, 

1 13 2
0 0

4/3 2/3 2/3
0 0

pK K K

p

cT t RT t t

RV V c V

   

    

− −
   

  =    
  

, 

1/22 1/3
0

2/3
0

K

K

RT t V

RT tV

 



−
 

=  
 

 

erhält man als ein nützlich erscheinendes Ergebnis der Dimensionsanalyse 

1/3
min

2/3 1/3
0 0 0 0

, , , ,
pW K

K p

cQ t VV D
F

RT V R VRT t c V V



     

 
 =
 
 

. (3.-53) 

Der Einfluss der ersten Dimensionslosen in der Argumentklammer, bei der es sich 

der Struktur nach um eine Machzahl handelt, ist vernachlässigbar, weil sie unter 

technischen Randbedingungen auf nur sehr geringe Werte begrenzt ist5F5F5F5F

6. 

 
6 Dies würde sich erst ändern, wenn die Geschwindigkeit des Kolbens während der Kompression 

in die Größenordnung der Schallgeschwindigkeit käme, was aber auszuschließen ist. 
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Ein Funktionsansatz zwischen den verbliebenen Dimensionslosen müsste die fol-

genden beiden Bedingungen erfüllen: 

1) 0WQ →  für 0Kt →   (adiabate Kompression) 

2) , constW V TQ W =→  für Kt →    (isotherme Kompression) 

Für die Volumenänderungsarbeit bei isothermer Kompression gilt mit den hier 

verwendeten Bezeichnungen 

min min
, const 0 0

min

1 /
1 ln

/
V T

V V V
W V RT

V V V


 

 
=

+ 
= + 

 
 . (3.-54) 

Hiernach und unter der Annahme von konstanten Werten für /pc R  und 1/3/D V  

könnte ein Funktionsansatz folgendermaßen aussehen, 

min min

2/3
0 0 min 0

1 /
1 ln 1 exp

/

W K

p

Q V V V t
C

RT V V V V c V

 

     

  + 
= +  − −          

. (3.-55) 

 

 

3.7 Dissipation im Rührwerk 

Betrachtet wird das in Bild 3.21 skizzierte Rührwerk, bei dem die mittlere Tem-

peratur des Rührmediums durch eine äußere Kühlung auf einem vorgegebenen 

Wert gehalten wird. Gefragt ist der hierbei an das Kühlmedium abzuführende 

Wärmestrom 

 
Bild 3.21: Rührwerk mit äußerer Kühlung 

In der Skizze sind die als wesentlich anzusehenden Einflussgrößen eingetragen. 

Damit gilt für den Kühlwärmestrom  

, , , , , , , , mW

c d H
Q f n d T

D D


  



 
=  

 
. (3.-56) 

WQ  Kühlwärmestrom 

n  Rührerdrehzahl 
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, , ,c    Dichte, dyn. Viskosität, Wärmeleitfähigkeit, 

 und spez. Wärmekapazität des Rührmediums 

d Rührerdurchmesser 

D Gehäusedurchmesser 

H Einfüllhöhe des Rührmediums 

mT  Wandtemperatur 

In der obigen Argumentliste wurden c, D und H bereits mit anderen geeigneten 

Einflussgrößen zu offensichtlichen Dimensionslosen verbunden ( /c   ist die 

Prandl-Zahl). Für die hiernach verbleibenden dimensionsbehafteten Einflussgrö-

ßen gilt im  , , ,M L T  -System die in Bild 3.22 links eingetragene Dimensionsta-

fel. 

 

Bild 3.22: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-56) und Eliminierung 
der Spaltenvektoren 

Nach Eliminierung der Spaltenvektoren und Hinzunahme der offensichtlichen 

Dimensionslosen resultiert der folgende dimensionslose Zusammenhang  

2

2 3 2 2
, , , ,mWQ Td n c d H

F
D Dn d d n

 

  

 
=  

 
. (3.-57) 

Mit den Potenzproduktumwandlungen 

1

2 3 2 2

mW W

m

Q T Q

T dn d d n



 

−
 

 = 
 

 (3.-58) 

und 

2 2 2 2

m mT cTc

d n d n

 


 =  (3.-59) 

wird schließlich: 

2

2 2
, , , ,mW

m

Q cTd n c d H
F

T d D Dd n

 

  

 
=  

 
. (3.-60) 
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Die erste Dimensionslose in der Argumentklammer ist der Struktur nach eine 

Reynoldszahl und die zweite ist die Prandlzahl. Die dritte Dimensionslose ist von 

gleicher Struktur wie die in Kap. 3.3 gefundene Dissipationskennzahl. 

Vorstehend wurden die in das Problem eingehenden Stoffwerte des Rührmediums 

als konstant angesehen. Hier soll nun die vordringlich in Betracht zu ziehende 

Temperaturabhängigkeit der Viskosität berücksichtigt werden. Diese kann für 

Flüssigkeiten oft durch die Arrhenius-Beziehung 

exp( / )const E RT =   (3.-61) 

beschrieben werden, die sich, approximationstechnisch gesehen, auch in guter 

Näherung durch 

exp( )const T =  −  (3.-62) 

wiedergeben lässt. Diese Näherungsbeziehung bietet den Vorteil, dass sie gemäß 

den Ausführungen in Kap. 2.3 in die bezugsinvariante Standarddarstellung 

( )0
0

exp (
( )

T T
T





= − −  (3.-63) 

überführt werden kann, die von der Wahl der Bezugstemperatur 0T  unabhängig 

ist. Hiernach sind zur Berücksichtigung der Temperaturabhängigkeit der Visko-

sität anstelle von   die Zähigkeit 0( )T  bei der Bezugstemperatur, und   als zu-

sätzliche Einflussgröße in Gleichung (3.-56) aufzunehmen. Die problemirrele-

vante Bezugstemperatur kann auch, falls das vorteilhaft erscheint, uneinge-

schränkt prozessbezogen gewählt werden (vergl. Kap. 2.3). Hier wird man 0( )T  

gegen ( )mT  austauschen. Die zusätzliche Einflussgröße   führt gegenüber Glei-

chung (3.-60) zu einer weiteren Dimensionslosen mT , so dass man abschließend 

den dimensionslosen Zusammenhang 

2

2 2

( )
, , , , ,

( )

m mW
m

m m

Q T c cTd n d H
F T

T d T D Dd n




  

 
=  

 
 (3.-64) 

erhält. 

 

3.8 Tropfenfall in Gasatmospäre 

Im Folgenden wird ein Tropfen betrachtet, der unter der Wirkung der Erdschwere 

in einer Gasatmosphäre fällt und dabei nach einer gewissen Zeit eine konstante 

Sinkgeschwindigkeit erreicht (s. Skizze in Bild 3.23). Hierbei sei vorausgesetzt, 

dass der Tropfen hinreichend klein ist, so dass er in vertretbarer Näherung als 

Kugel angesehen werden kann (bei größeren Tropfen sind geometrische Deforma-

tionen zu erwarten). 

Für die Sinkgeschwindigkeit v sind die folgenden Einflussgrößen zu erwarten, 

( , , , , )f g gv f d g  =  . (3.-65) 
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v Sinkgeschwindigkeit des Tropfens 

d Tropfendurchmesser 

f  Flüssigkeitsdichte 

g  Gasdichte 

g  Dynamische Viskosität des Gases 

g Erdbeschleunigung 

 

 

Bild 3.23: Zu den Einflussgrößen auf die Sinkgeschwindigkeit 
eines Tropfens in einer Gasatmosphäre 

Die zugehörige Dimensionstafel ① im konventionellen , ,M L T -System ist in 

Bild 3.24 dargestellt. 

 

Bild 3.24: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-65) und 
Eliminierung der Spaltenvektoren 

Durch sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren der Dimensionsmatrix er-

hält man z. B. den dimensionslosen Zusammenhang 

,
g f

gg

v
F

gd gd d

 



 
 =
 
 

 . (3.-66) 
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Im vorliegenden Fall sind hinsichtlich einer Funktionsverknüpfung zwischen den 

gefundenen Dimensionslosen einige Zusatzinformationen verfügbar. Durch eine 

Internetrecherche zum Thema „Sinkgeschwindigkeit von Flüssigkeitstropfen“ 

findet man nämlich die beiden Gleichungen 

2

18

f

g

g d
v




=    für   0,1mmd   (3.-67) 

und 

1,65
f

g

v g d



=    für   1mmd    . (3.-68) 

Offenbar beschreiben diese Gleichungen die Sinkgeschwindigkeit zum einen für 

sehr kleine und zum anderen für deutlich größere Tropfendurchmesser. Durch 

einiges Probieren findet man den folgenden Gleichungsansatz, der dem allgemei-

nen dimensionslosen Zusammenhang in Gleichung (3.-66) genügt und der zudem 

die speziellen Gleichungen (3.-67) und (3.-68) verbindet: 

1

1,65 /

1 29,7 ( / )

f g

g
f g

g

v

gd

gd d

 


 



−

=

+

  . (3.-69) 

 

Bild 3.25: Graphische Darstellung von Gleichung (3.-69) 

Für sehr kleine Tropfendurchmesser geht die vorstehende Gleichung über in die 

Gleichung (3.-67) und für große Tropfendurchmesser in die Gleichung (3.-68). Die 

allgemeine Gleichung (3.-69) ist in Bild 3.25 graphisch dargestellt. Aus den Kur-

venverläufen ist zu ersehen, dass die dimensionslose Sinkgeschwindigkeit /v gd  
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insbesondere mit zunehmender Zähigkeit des Gases und abnehmendem Tropfen-

durchmesser drastisch abfällt. Dabei geht der Einfluss des Verhältnisses /f g   

mehr und mehr zurück. 

Es sei noch bemerkt, dass die Einflussgrößenliste für die stationäre Sinkge-

schwindigkeit v in Gleichung (3.-65) auch für die Zeitspanne t  bis zum Errei-

chen dieser Geschwindigkeit gültig sein sollte. Deshalb findet man leicht den fol-

genden dimensionslosen Zusammenhang: 

,
g f

gg

g
t G

d gd d

 




 
 =
 
 

 . (3.-70) 

 

 

3.9 Laminare Flammendicke und Quenchabstand von der Wand 

In Bild 3.26 ist schematisch die Struktur einer laminaren Flamme dargestellt, die 

sich mit konstanter Geschwindigkeit relativ zum Unverbrannten bewegt. Einge-

tragen sind die Verläufe der Temperatur und der an dem Vorgang beteiligten ge-

neralisierten Spezies über der Distanz senkrecht zur Flammenoberfläche. 

 

Bild 3.26: Struktur laminarer Vormischflammen (schematisch) 

Die Flammenzone gliedert sich etwas vereinfachend in eine Vorwärmzone und 

eine Reaktionszone. In der Vorwärmzone erfolgt im Wesentlichen eine Aufheizung 

der Reaktionsteilnehmer durch den Wärmestrom aus der Reaktionszone. Die che-

mische Reaktion läuft erst bei schon stark erhöhter Temperatur der Reaktions-

teilnehmer in der Reaktionszone ab. Aus Darstellungsgründen sind in Bild 3.26 

die realen geometrischen Verhältnisse verzerrt wiedergegeben. Tatsächlich ist in 
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der Regel die Dicke der Vorwärmzone VZ  erheblich größer als die Dicke R  der 

Reaktionszone. 

In Bezug auf die Dicke der Flamme kommen die in Bild 3.26 eingetragenen Ein-

flussgrößen in Betracht: 1) die bei Wärmetransportvorgängen wichtigen Stoffgrö-

ßen der Reaktionsteilnehmer. 2) die Geschwindigkeit der Flamme, da diese die 

Zeit bestimmt, die für die Aufheizung in der Vorwärmzone zur Verfügung steht 

und 3) die Temperaturen des Frisch- und des Verbrennungsgases. 

( , , , , , )L p L u bf c S T T  =  (3.-71) 

L  Dicke der laminaren Flamme 

  Wärmeleitfähigkeit 

  Dichte 

pc  Spezifische Wärmekapazität 

LS  Laminare Flammengeschwindigkeit 

uT  Frischgastemperatur vor der Flamme 

bT  Verbrennungsgastemperatur hinter der Flamme 

Die dimensionsanalytische Behandlung dieses Sachverhaltes ließe sich im 

 , , ,M L T  -System durchführen. Da hier aber keine dissipativen Effekte zu er-

warten sind, kann man vorteilhaft die Wärme Q  als Grundgröße hinzunehmen, 

ohne dass in Gleichung (3.-71) zusätzlich eine Dimensionskonstante zu berück-

sichtigen wäre. Im  , , , ,M L T Q -System erhält man dann die in Bild 3.27 links 

stehende Dimensionstafel ①. 

 

Bild 3.27: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-71) und nachfolgende 

sukzessive Eliminierung der Spaltenvektoren 

Die Temperatur bT  wurde in der Dimensionstafel ① nicht mitgeführt, da sie of-

fensichtlich mit der Temperatur uT  zu einer ersten Dimensionslosen /b uT T  ver-

bunden werden kann. Im Hinblick auf die Tafel ② bemerke man, dass die Tem-

peratur uT  gestrichen werden musste, weil sie allein in der  -Spalte einen Ein-

trag verursacht und deshalb nicht eliminiert werden dann (vergl. Kap. 2.2). Dies 
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bedeutet, dass in Bezug auf Gleichung (3.-71) uT  nur in Verbindung mit bT  in der 

schon notierten offensichtlichen Dimensionslosen /b uT T  auftreten kann. 

Nach sukzessiver Eliminierung der Spaltenvektoren erhält man das Resultat 

L p L b

u

c S T
F

T

 



 
=  

 
. (3.-72) 

Der hier behandelte Sachverhalt ist allerdings durch ein sehr breites Tempera-

turfeld gekennzeichnet, so dass die Annahme von konstanten Stoffwerten nicht 

problemadäquat sein kann. Hinsichtlich der spezifischen Wärmekapazität lässt 

sich zwar noch ein akzeptabler Mittelwert angeben, für die Wärmeleitfähigkeit 

gilt das aber nicht mehr, da sie über den in Frage kommenden Temperaturbereich 

um einen Faktor von ca. 6 veränderlich ist. 

An dieser Stelle ist auf die Ausführungen in Kap.  2.3 zu verweisen. Die Tempe-

raturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von Luft lässt sich nämlich sehr gut 

durch eine Beziehung gemäß der oberen Zeile in Gleichung (2.-4) approximieren 

(mit 1 0c = ). Diese Beziehung kann in eine bezugsinvariante Standarddarstellung 

gemäß der oberen Zeile in Gleichung (2.-5) überführt werden, aus der mit 1 0c =  

die Bestimmungselemente ( )s p und  abzulesen sind, die zur Berücksichtigung 

der Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit in der Einflussgrößenliste 

des hier vorliegenden Problems zu berücksichtigen sind. Wenn man nun noch die 

willkürlich festzulegende Bezugstemperatur prozessbezogen zu uT setzt, geht die 

Einflussgrößenliste (3.-71) über in 

( ( ), , , , , , )L u p L u bf T c S T T    = . (3.-73) 

Hiernach schließt man auch ohne erneute Rechnung auf das Ergebnis einer er-

weiterten Dimensionsanalyse, 

,
( )

L p L b

u u

c S T
F

T T


 




 
=  

 
. (3.-74) 

Als Gleichungsansatz käme in Betracht: 

( )

L p L b

u u

c S T
C

T T

 



 
=  

 
. (3.-75) 

Für die später in Kap.  3.11 beschriebenen Untersuchungen wurde unter Anpas-

sung an Zahlenwertangaben in /7,8/ verwendet: 0,794 = und 1,84C = .  

Wenn die in Bild 3.26 skizzierte freie laminare Flamme an eine kalte isotherme 

Wand anläuft, erfährt das Temperaturprofil vor der Reaktionszone wegen der 

starken Kühlwirkung der Wand eine erhebliche Verzerrung und Absenkung. 

Dadurch fällt die stark temperaturabhängige Reaktionsgeschwindigkeit schnell 

ab und in einer gewissen Entfernung von der Wand, dem sogenannten Quenchab-

stand, kommt es zum Erlöschen der Reaktionstätigkeit. 
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Für den Quenchabstand Q  können die Einflussgrößen in der Argumentliste der 

Gleichung (3.-73) übernommen werden. Es ist aber (mindestens) noch die Wand-

temperatur WT hinzuzunehmen: 

  ( ( ), , , , , , , )Q u p L u b Wf T c S T T T    = . (3.-76) 

Mit Blick auf die Gleichung (3.-74) lässt sich das Ergebnis der nun durchzufüh-

renden Dimensionsanalyse auch ohne Rechnung angeben: 

, ,
( )

Q p L b W

u u u

c S T T
G

T T T


 




 
=  

 
. (3.-77) 

Hiernach sollte zwischen dem Quenchabstand und der Flammendicke eine Bezie-

hung der Form 

, ,
Q b W

L u u

T T
H

T T







 
=  

 
 (3.-78) 

bestehen. 

Nebenbemerkung: Für die Zeit Rt , die während des Vorrückens der Flamme um 

den Betrag der Flammendicke L  vergeht, gilt eine Abhängigkeit 

( kinetische Daten, spez. Heizwert, )Rt f =  , (3.-79) 

die insbesondere die kinetischen Daten der involvierten chemischen Reaktionen 

und den spezifischen Heizwert des Kraftstoffes enthält. Hier ist im Moment nur 

von Interesse, dass eine physikalische Größe Rt  der beschriebenen Art existiert. 

Dann kann mit Gleichung (3.-75) für die laminare Flammengeschwindigkeit ge-

schrieben werden 

( )u bL
L

R L p R u

T T
S C

t S c t T



  

 
= =  

 
 (3.-80) 

oder umgeformt 

/2
1/2 ( )u b

L
p R u

T T
S C

c t T



 

 
=  

 
. (3.-81) 

 

3.10  Turbulenzintensität im Verbrennungsmotor 

Beim Betrieb von Verbrennungsmotoren entsteht durch den Ansaugvorgang eine 

transiente turbulente Innenströmung, die für den späteren zeitlichen Verbren-

nungsablauf von entscheidender Bedeutung ist. 

Das im Ansaugtakt über das Einlassventil einströmende Gas (s. Bild 3.28) gerät 

unter Druckabfall in eine mehr oder weniger heftige wirblige (turbulente) Bewe-

gung, die insbesondere durch die konstruktive Ausführung der Einlassorgane und 
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des Kolbenbodens sowie durch zufällige Geschwindigkeitsstörungen in der An-

saugströmung bestimmt wird. Die zunächst noch relativ großen Wirbelelemente 

beginnen gegen Ende des Saugvorganges durch Interaktion untereinander und 

mit den Arbeitsraumwandungen in immer kleinere Wirbel zu zerfallen. Parallel 

hierzu dissipiert die durch den Ansaugvorgang generierte kinetische Turbulen-

zenergie durch Zähigkeitswirkungen vor allem in den kleineren Wirbelelementen, 

bis schließlich die gesamte kinetische Turbulenzenergie in innere Energie umge-

wandelt ist (falls für den Vorgang genügend Zeit zur Verfügung stünde, was bei 

Verbrennungsmotoren aber nicht der Fall ist).  

 

Bild 3.28: Zum Ansaugvorgang eines Viertakt-Motors 

Im Folgenden geht es um die Entwicklung eines halbempirischen Gleichungsan-

satzes für die zeitlich-örtlich mittlere Turbulenzintensität während der Brenn-

phase, der in Prozessrechnungen für Viertakt-Motoren verwendet werden kann. 

Die in diesem Zusammenhang wichtigen Einflussgrößen sind in Bild 3.28 einge-

tragen. Damit ist die Einflussgrößenliste wie folgt anzuschreiben: 

0 0 ,( , , , , , , , / , , , , , ( 1, ))B p S S m P iv f n T R c v v s D l l i k     = =  (3.-82) 

v  Zeitlich örtlich mittlere Turbulenzintensität 2 kinv e= ; kine  ist  

  die auf die Masse bezogene kinetische Turbulenzenergie 

B  Kurbelwinkelintervall der Hauptbrennphase 

n Motordrehzahl 

0 0,T  Dichte und Temperatur vor dem Einlasskanal (Ansaugzustand) 

, pR c  Spezielle Gaskonstante und spez. Wärmekapazität bei p konst=  

  Dynamische Viskosität 

Sv  Zufällige, d. h. nicht kausal durch den Ansaugvorgang des 

  betreffenden Zylinders bedingte mittlere Geschwindigkeits- 

  störung in der Zuströmung 

,S mv  Mittelwert von Sv , der mit einem Zylinderdruckverlauf mit  

  mittlerem Spitzendruck korrespondiert (die Zylinderdruck- 
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  verläufe aufeinanderfolgender Arbeitszyklen sind nicht 

  reproduzierbar) 

,s D  Kolbenhub und Zylinderdurchmesser 

  Verdichtungsverhältnis, /uT oTV V =   

Pl  Pleuellänge 

il  Geometriedaten von Zylindereinlass und Kolbenboden ( 1, , )i k=  

Aus experimentellen Grundlagenuntersuchungen /z. B. 5,6/ ist bekannt, dass der 

Verlauf der Turbulenzintensität über dem Kurbelwinkel durch von Zyklus zu 

Zyklus zufällige Schwankungen gekennzeichnet ist, die weitgehend als Ursache 

für die analogen Schwankungen des Zylinderdruckverlaufes (sogenannte Arbeits-

spielvariationen) anzusehen sind. Zur Erfassung dieses Sachverhaltes wurde in 

der obigen Einflussgrößenliste der Quotient aus der regellos von Zyklus zu Zyklus 

schwankenden mittleren Geschwindigkeitsstörung Sv  in der Ansaugluft eines Zy-

linders und einem Mittelwert ,S mv  derselben über eine große Anzahl von Arbeits-

zyklen eingestellt. Dabei wurde angenommen, dass der Fall ,/ 1S S mv v  =  mit einem 

Zylinderdruckverlauf mit mittlerem Spitzendruck korrespondiert.  

Die Dimensionsanalyse ist in einem  , , ,M L T  -System durchzuführen. Dabei 

lassen sich einige der obigen Einflussgrößen schon ohne Rechnung zu offensicht-

lichen Dimensionslosen verbinden, wobei aber die Anzahl der Größen noch nicht 

geändert wird: 

0 0 ,/ ( , , , , , / , , / , , / , , / , / ( 1, ))B p S S m P iv sn f n T R c R v v s s D l s l s i k     = =   (3.-83) 

Zu den verbliebenen dimensionsbehafteten Einflussgrößen gehört die Dimensi-

onstafel ① in Bild 3.29. 

 

Bild 3.29: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-83) und nachfolgende 
Eliminierung der Spaltenvektoren 

Mit den nach Eliminierung der Spaltenvektoren resultierenden beiden Dimensi-

onslosen in Tafel ⑤ erhält man unter Hinzunahme der bereits vorher gefundenen 
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offensichtlichen Dimensionslosen in Gleichung (3.-83) den dimensionslosen Zu-

sammenhang 

( 1, , )0 0

,0

, , , , , , , ,
i i kp S P

B
S m

lcs RT v lv sn s
F

sn R v D s sRT


 



= 
=    

 . (3.-84) 

Mit den Potenzproduktumwandlungen 

0 0

v sn v

sn RT RT

 
 =    und   

2
0 0 0

0

s RT s nsn

RT

 

 
 =  

kann noch in die dimensionstheoretisch gleichwertige Formulierung 

2
( 1, , )0

,0 0

, , , , , , , ,
i i kp S P

B
S m

lcs n v lv sn s
F

R v D s sRT RT


 



= 
=    

 (3.-85) 

umgeschrieben werden. Hierin sind die zweite und die dritte Dimensionslose in 

der Argumentklammer von der Struktur einer Reynolds- bzw. einer Machzahl. 

In der vorstehenden Entwicklung wurde der Kolbenhub als charakteristisches 

Maß für die offensichtlich bedeutsame mit einem Hub verbundene Volumenände-

rung, dem Hubvolumen, gewählt. Das Letztere ist deshalb erst über das Hubver-

hältnis /s D  festgelegt, wodurch in Gleichung (3.-85) dieser Größe (etwas un-

glücklich) ein sehr hohes Einflussgewicht zukommt. Dies lässt sich ohne erneute 

Durchführung der Dimensionsanalyse ändern, indem man über die Umformung 

( )
1/3 2/321/31/3 2 3

4 42h

D D
V D s s s

ss

 
   

= =    
  

 (3.-86) 

vom Kolbenhub s auf die Potenz 1/3
hV  des Hubvolumens übergeht. Damit wird aus 

Gleichung (3.-85) 

2/3 1/3 1/3
( 1, , )0

1/3 1/3
,0 0

, , , , , , , ,

                              

                                                             Π

i i kph h S h P
B

S m h h

Geo

lcV n V n v V lv
F

R v DRT RT V V


 



= 
=     , (3.-87) 

worin der Variablen 1/3/hV D  kein herausragendes Einflussgewicht innerhalb des 

Variablenkomplexes Πgeo  mehr zufallen dürfte. 

Als Gleichungsansatz zwischen den gefundenen problemrelevanten Dimensions-

losen wird für einen vorgegebenen Wert des Kurbelwinkelintervalls der Verbren-

nung (mit Blick auf die allgemeinen Ansatzformen in Kap. 2.4) formuliert: 

2/3 1/3
0

1 2
,0 0

1

B

x

h h S

S m

V n V n vv
C C

vRT RT






     
= +           

. (3.-88) 

Hierbei wurde /pc R  als Konstante angesehen. Die Koeffizienten 1C  und 2C  sind 

im Wesentlichen als Funktionale der dimensionslosen Geometrieparameter ΠGeo  

in Gleichung (3.-87) aufzufassen. Der Zufallseinfluss verschwindet für den Fall 
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,/ 1S S mv v  = . Aus der vorstehenden Gleichung erhält man dann den Mittelwert 

mv  der zeitlich-örtlich mittleren Turbulenzintensität in der Brennphase eines 

Arbeitszyklus mit mittlerem Druckverlauf. 

Die empirischen Parameter in Gleichung (3.-88) lassen sich durch den systemati-

schen Vergleich zwischen berechneten Druckverläufen, die unter Verwendung 

dieser Gleichung erhalten wurden, und experimentell ermittelten Zylinderdruck-

verläufen bestimmen. Zur Variation des Zufallsterms ,/S S mv v  wurde dabei ein Zu-

fallsgenerator für Gaussabweichungen vom Mittelwert Eins mit einer vom Motor-

betriebspunkt abhängigen Standardabweichung verwendet. Auf diese Weise wur-

den für zwei Serien-Ottomotoren folgende Ergebnisse erhalten:  

Motor 1C  2C  x 

1 = 30,581dmhV , =/ 0,836s D ,  = 8,85 , 2V − 60,77 10  0 0,67 

2 = 30,547dmhV , =/ 0,963s D ,  =10 , 4V − 60,67 10  30,5 0,67 

In Bild 3.30 sind die mit den Koeffizienten 1C , 2C  für mittlere Druckverläufe der 

Versuchsmotoren 1, 2 berechneten Verläufe der zeitlich-örtlichen mittleren Tur-

bulenzintensität während der Verbrennung über der Motordrehzahl dargestellt. 

Zum Vergleich sind auch die Verläufe der mittleren Kolbengeschwindigkeit ein-

getragen. 

  
Bild 3.30: Zeitlich-örtlich mittlere Turbulenzintensität während  

der Verbrennung über der Motordrehzahl (Versuchsmotoren 1, 2,  
Rechnung für mittlere Zylinderdruckverläufe) 

 

3.11  Zündung im Ottomotor 

Die Verbrennung im Ottomotor beginnt mit der Erzeugung eines ersten Flam-

menkerns durch die Zündkerze (siehe Bild 3.31). Dabei wird Frischgemisch mit 
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der lokalen Gasgeschwindigkeit an der Zündkerze durch den Zündfunken hin-

durchgedrückt und wegen der dort herrschenden sehr hohen Temperatur abrupt 

entzündet. Von dem so entstandenen kleinen Verbrennungsgasbereich (Flam-

menkern) breitet sich dann die Verbrennung in den Brennraum des Motors hinein 

aus.  

 
Bild 3.31: Flammenkernbildung bei der Verbrennung im Ottomotor 

(schematisch) 

Zur sicheren Entzündung des Frischgemisches muss der Flammenkern eine hin-

reichende Größe erreichen. Mit zunehmender Größe des Flammenkerns geht die 

Verbrennung auch schneller in ihre turbulente Hauptphase über (vergl. Kap. 

3.12). Im Folgenden werden die Einflüsse auf die Masse des Flammenkerns be-

handelt. 

Für die Masse Zm  des durch den Zündfunken umgesetzten Frischgemisches kom-

men die folgenden Einflussgrößen in Betracht: 

( , , , )i
Z I Z Z Z

Z

l
m f v l t

l
  =    (3.-89) 

I Zv  Massenstromdichte (Produkt aus Frischgemischdichte und  

  mittlerer Geschwindigkeit an der Zündkerze während  

  der Funkendauer) 

Zl  Charakteristischer Elektrodenabstand 

Zt  Funkendauer 

/i Zl l  Dimensionslose Geometrieparameter der Zündkerze ( 1, , )i k=   

Aus Gründen der physikalischen Anschauung wurde hier das Produkt aus Dichte 

und Geschwindigkeit an der Zündkerze anstelle der einzelnen Größen als Ein-

flussgröße eingeführt, wodurch sich die Anzahl der Einflussgrößen um eins ver-

ringert. Dieser Schritt hat nachträglich zu keinerlei Widersprüchen geführt. 

Die Dimensionsanalyse erfolgt zweckmäßig im {M,L,T }-System (s. Bild 3.32). Aus 

Tafel ④ erhält man unter Hinzunahme der dimensionslosen Geometrieparame-

ter der Zündkerze 

2

iZ

ZI Z Z Z

lm
F

lv t l



 

 
=  

 
 . (3.-90) 
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Bild 3.32: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-89) und Eliminierung 

der Spaltenvektoren 

Für eine gegebene Zündkerze wird der Funktionsausdruck auf der rechten Seite 

zu einer Konstanten. Deshalb erhält man das optimale Ergebnis 



 
=

2

Z
Geo

I Z Z Z

m
C

v t l
.   (3.-91) 

Diese Gleichung kann noch durch die folgenden Überlegungen weiter ausformu-

liert werden, 

Erstens) Die Geschwindigkeit Zv  an der Zündkerze muss mit der weiter vorn ein-

geführten zeitlich-örtlich mittleren Turbulenzintensität v  zusammenhängen, 

und zwar derart, dass in Zyklen mit großer Turbulenzintensität hohe Werte Zv  

wahrscheinlicher sind als in Zyklen mit niedriger Turbulenzintensität. Dieser Er-

wartung wird hier überschlägig durch den einfachen Gleichungsansatz 

Z Zv C v =  (3.-92) 

entsprochen, worin Z  ein zufällig um den Wert Eins veränderlicher Zahlenfak-

tor ist. Der Koeffizient C  sollte von der Lage der Zündkerze im Brennraum ab-

hängig sein. 

Zweitens) Die von der Zündkerze erzeugte Funkendauer Zt  wird nicht nur von 

den geometrischen Daten der Zündkerze und ihrer räumlichen Anordnung be-

stimmt, sondern auch von der Zeitspanne, die vor einer Zündung für die Energie-

speicherung in der Zündanlage zur Verfügung steht. Mit zunehmender Motor-

drehzahl nimmt diese Zeitspanne ab, und damit auch die für die jeweils anste-

hende Zündung verfügbare Zündenergie. Letzteres wirkt sich verkürzend auf die 

Funkendauer aus. Deshalb wird der Gleichungsansatz 





  
= − −  

  
1

0 0

exp 1Z
ZA

Z

t n
C

t n
 (3.-93) 

eingeführt, der einen Abfall der Funkendauer über der Drehzahl zum Ausdruck 

bringt. Hierin sind die Funkendauer 0Zt  (genommen bei einer Referenzdrehzahl 

0n ) und der Koeffizient 2ZAC  empirische Konstanten der Zündanlage. Durch Ein-

setzen der Gleichungen (3.-92) und (3.-93) geht Gleichung (3.-91) über in 

2
0 1

0

2

exp 1Z Geo Z Z Z I ZA

ZA

n
m C C t l Cv

n
C

   
  

= − −  
  

. (3.-94)  
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Der Ausdruck 2ZAC mit   = 2
2ZAC L T  ist eine dimensionsbehaftete empirische 

Konstante der Zündanlage des betreffenden Motors. Dasselbe gilt für die dimen-

sionslose Konstante 1ZAC . 

 

3.12  Flammenfaltung bei der Verbrennung im Ottomotor 

Dieses Beispiel zeigt, wie es im Wechselspiel mit der experimentellen Erfahrung 

durch dimensionsanalytische Überlegungen gelingt, das Einflussgewicht einer in 

Betracht gezogenen Einflussgrößen zu beurteilen. 

In Simulationsprogrammen zur Berechnung des Arbeitsprozesses in Ottomotoren 

benötigt man u. a. ein realitätsnahes Rechenmodell des in Bild 3.33 skizzierten 

zeitlichen Verbrennungsablaufes. Von der Zündkerze ausgehend durchläuft eine 

ihrer mikroskopischen Struktur nach im Wesentlichen laminare Flamme den mit 

einem turbulenten Frischgas gefüllten Brennraum bis sie an den Wandungen an-

läuft und dort erlischt.  

 

Bild 3.33: Turbulente Flammenausbreitung im Ottomotor 

Der mikroskopische Zustand des Frischgases ist durch die regellose Bewegung 

von Wirbelelementen gekennzeichnet (vergl. Kap. 3.10). Dabei sind die Abmes-

sungen dieser Wirbelelemente deutlich bis erheblich größer als die Dicke der 

Flamme. Durch die Interaktion der Wirbelelemente mit der anfänglich noch weit-

gehend glatten Flamme wird dieselbe (ohne signifikante Störung ihrer inneren 

Struktur) zunehmend deformiert, gewinkelt, aufgefaltet und eventuell auch auf-

gerissen mit der Folge, dass sich die Flammenoberfläche, auf der die Verbrennung 

fortschreitet, unter Umständen erheblich vergrößert. Dieser Effekt, der zu einem 

entsprechend gesteigerten zeitlichen Brennumsatz des Frischgases führt, ist für 

den Verbrennungsablauf in Ottomotoren von ausschlaggebender Bedeutung. Im 

Folgenden geht es um die formelmäßige Erfassung dieses Effektes. 

Zur Quantifizierung der durch die Auffaltung der Flamme vergrößerten Oberflä-

che BA  (in Bild 3.33 rot ausgezogen), auf der die Verbrennung mit der Geschwin-
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digkeit LS  fortschreitet, bezieht man diese auf eine in geeigneter Weise festge-

legte glatte Referenzfläche refA  (schwarz gestrichelt). Der so gebildete Quotient 

/B refA A  wird als Flammenfaltung bezeichnet. Die als wesentlich erscheinenden 

Einflussgrößen hierauf sind im Bild eingetragen: 

( , , , , )B
t L L

ref

A
f v l S t

A
 =       t Ll   (3.-95) 

/B refA A  Flammenfaltung 

v  Zeitlich-örtlich mittlere Turbulenzintensität während der  

  Verbrennung  

tl   Zeitlich-örtlich mittleres charakteristisches Längenmaß 

  der Wirbelelemente während der Verbrennung 

LS  Laminare Brenngeschwindigkeit relativ zum Frischgas 

L  Laminare Flammendicke 

t  Zeitspanne seit dem Beginn der turbulenten 

  Flammenentwicklung an der Zündkerze 

Man beginnt hier zweckmäßig mit einer Dimensionsanalyse im  ,L T -System. 

 

Bild 3.34: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-95) 
und nachfolgende Eliminierung der T- und L-Spalte 

Mit den nach der sukzessiven Spalteneliminierung erhaltenen Dimensionslosen 

folgt der dimensionslose Zusammenhang 

, ,
B t L

ref L L L

A l S tv tF
A



  

 =   
 

 . (3.-96) 

Für die folgenden Ausführungen ist es hilfreich, diesen Zusammenhang über die 

Potenzproduktumwandlung 

L

L L L

v t v

S t S



 

 
 =  (3.-97) 

umzuschreiben in die dimensionstheoretisch gleichwertige Formulierung 

, ,
B t

ref L L L

A lv t vF
A S



 

  =   
 

 , (3.-98) 

die für eine stationäre turbulente Flamme übergeht in 
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,
B t

ref L Lstat

A l vG
A S

   =      
   

 . (3.-99) 

Im Hinblick auf die Entwicklung eines Gleichungsansatzes zwischen den gefun-

denen Dimensionslosen stehen die folgenden empirischen Sachverhalte zur Ver-

fügung: 

1) Aus experimentellen Untersuchungen ist bekannt, dass sich die Flammenfal-

tung von stationären turbulenten Flammen recht gut durch den Funktionsansatz 

1

x

B

ref Lstat

A v
c

A S

   
= +     

  
 (3.-100) 

approximieren lässt /z. B. 5/. Dieser Ansatz ist mit dem Ergebnis der Dimensions-

analyse in Gleichung (3.-99) kompatibel. Allerdings tritt hierin die zweite Dimen-

sionslose /t Ll  nicht auf. Dies dürfte bedeuten, dass der Einfluss der Dimensions-

losen / Lv S  dominant ist und dass die Werte c und x in gewissem Maße davon 

abhängen, in welchem Wertebereich der /t Ll   man sich jeweils bewegt. 

2) Aus anderen experimentellen Untersuchungen an instationären turbulenten 

Freiflammen, die durch einen Zündfunken ausgelöst wurden sowie aus Brenn-

untersuchungen in einem Einhubtriebwerk /5/ ist abzuleiten, dass die Flammen-

faltung kurz nach der Zündung noch in der Nähe von eins liegt, dann aber mit 

zunehmender Zeit degressiv ansteigt in einer Weise, die an die mathematische 

Funktion 1-exp(-z) denken lässt. Hierbei müsste z eine deutliche Abhängigkeit 

von der Zeit enthalten. 

Dementsprechend wird für die Faltung der instationären turbulenten Flamme 

formuliert 

( )1
1 1 exp

x

B

ref L

A v
c Z t

A aS


   
= +  − −       

 . (3.-101) 

a Empirischer Koeffizient (dimensionslos) 

Z t  „Dimensionslose Zeit“ (der Ausdruck Z ist noch festzulegen) 

Dieser Gleichungsansatz erfüllt die zu fordernden Randbedingungen: Für 0t =  

ist / 1B refA A =  und für sehr große Zeiten geht die Faltung gegen ( / )B ref statA A . 

Zur Bildung des dimensionslosen Terms Z t  im Argument der Exponentialfunk-

tion sind noch einige Überlegungen erforderlich. Mit Blick auf den dimensionslo-

sen Zusammenhang in Gleichung (3.-98) würde man vielleicht ohne Weiteres 

/ LZ t v t  =   setzen wollen. Hier ist jedoch zu beachten, dass diese Gleichung 

durch die zufällig gewählte Vorgehensweise bei der Dimensionsanalyse entstan-

den ist und dass sich durch Potenzproduktumwandlung unter den Dimensionslo-

sen im Argument von Gleichung (3.-98) auch andere dimensionstheoretisch 

gleichwertige Formen einer „dimensionslosen Zeit“ Z t  bilden lassen: 
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(3.-102)

 

Die Formen ① und ② enthalten eine Abhängigkeit von der Turbulenzintensität, 

weshalb die Zeitspanne bis zum Erreichen des stationären Falles mit zunehmen-

der Turbulenzintensität kürzer würde. Im Gegensatz hierzu hätte nach den For-

men ③ und ④ die Turbulenzintensität keinen Einfluss auf diese Übergangszeit. 

Da Letzteres physikalisch nicht plausibel ist, wird die weitere Auswahl auf die 

beiden ersten Formen beschränkt. Das in der Form ② auftretende turbulente 

Längenmaß ist von vornherein wegen der Bedingung für den Bereich der „gefal-

teten Flammen“ t Ll   von kleinen Werten ausgeschlossen. Zunehmende Werte 

des turbulenten Längenmaßes oberhalb dieses unscharfen Grenzbereiches wür-

den die zeitliche Entwicklung der Faltung behindern und in Richtung auf eine 

Verlängerung der Zeitspanne bis zum Erreichen des stationären Falles wirken. 

Dies erscheint physikalisch plausibel, so dass die Form ② in Betracht zu ziehen 

ist. Dasselbe gilt hinsichtlich der Form ①, nach der dünne Flammen die Faltung 

fördern und damit den Übergang zum stationären Fall beschleunigen sollten. Zur 

Entscheidung zwischen den beiden Formen ① und ② sind weitere Untersuchun-

gen erforderlich. Dabei sind noch die hervorstechenden Unterschiede zwischen 

diesen Formen zu vermerken. Die Form ② enthält nur Parameter des Turbulenz-

feldes, in dem die Flammenausbreitung erfolgt. Dagegen gehen in die Form ① 

über die Flammendicke (vergl. Kap. 3.9) auch Stoffgrößen und insbesondere die 

Dichte des Gasraumes in die zeitliche Entwicklung der Auffaltung ein. Mit Glei-

chung (3.-75) kann die Form ① der „dimensionslosen Zeit“ umgeschrieben wer-

den in 

,1
x

L p u b

L u u

S c v t Tv t
C

T

 

 

−
−

  
=  

 
, (3.-103) 

wonach eine zunehmende Dichte die Flammenfaltung beschleunigen sollte. 

Zur Entscheidungsfindung zwischen den beiden Formen ① und ② wurden soge-

nannte Brennverlaufsauswertungen der an einem Serien-Ottomotor bei unter-

schiedlichen Lasten und Drehzahlen gemessenen (im Rahmen der Arbeitsspiel-

variationen mittleren) Druckverläufe über dem Kurbelwinkel durchgeführt. Die 

Ergebnisse dieser Auswertungen wurden dann mit dem eingangs erwähnten Si-

mulationsprogramm der ottomotorischen Verbrennung nachgerechnet, in dem die 

Gleichung (3.-101) zur Beschreibung der Flammenfaltung implementiert wurde. 

Durch eine Abstimmung der zu der Form ① bzw. der Form ② gehörigen unbe-

stimmten Koeffizienten wurde sodann versucht, eine möglichst gute Übereinstim-

mung zwischen den Versuchsergebnissen und der Nachrechnung zu erzielen. 

Die dabei zur Bestimmung der Flammenfaltung erforderliche Bezugsfläche refA  

wurde so festgelegt wie in Bild 3.33 skizziert: als die Oberfläche einer gedachten 

Kugelflamme, wie sie sich (aus Symmetriegründen) bei der Flammenausbreitung 
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in eine ruhende Gasatmosphäre einstellen würde. Der Radius der Kugel (Mittel-

punkt am Zündort) wird dabei stets so bemessen, dass das von ihr aus dem Brenn-

raum ausgeschnittene Volumen gleich dem momentanen Verbrennungsgasvolu-

men hinter der Flamme ist. Die dann auf der Kugel von der Brennraumberandung 

ausgeschnittene Durchdringungsfläche ist die Referenzfläche. 

Bild 3.35 zeigt die Untersuchungsergebnisse, die mit der Form ① der „dimensi-

onslosen Zeit“ erhalten wurden. Der zeitliche Verlauf der Flammenfaltung be-

stimmt die Anstiegsflanke und das Maximum eines Brennverlaufes. Es ist zu er-

sehen, dass in dieser Hinsicht für alle Motorbetriebspunkte BP 1 - 6 eine zufrie-

denstellende Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Druckverlaufsaus-

wertung (gestrichelte Linienzüge) und denen der Nachrechnung mit dem Simula-

tionsprogramm (ausgezogene Linienzüge) zu erreichen war. Dabei wurde die fol-

gende Abstimmung der Koeffizienten in der Gleichung für den zeitlichen Verlauf 

der Flammenfaltung gefunden: 

1
1 1 exp

x

B

ref LL

A v tv
c

A aS





    
= + − −     

     

 , ( 4,0; 0,785; 900c x a= = = ). (3.-104) 

 

Bild 3.35: Brennverlaufsauswertungen an einem Vierventil-Serien-Ottomo-

tor (Betriebspunkte BP 1 - 6); Versuchsergebnisse (gestrichelt) und Nach-
rechnung mit der Form ①  der „dimensionslosen Zeit“ (ausgezogen). 
(Zu BP 2 : Die Verbrennung ist durch eine milde Selbstzündung überlagert) 

Die zu den Betriebspunkten BP 1 - 6 gehörigen zeitlichen Verläufe der Flammen-

faltung sind in Bild 3.36 dargestellt.  
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Bild 3.36: Zeitliche Verläufe der Flammenfaltung für die  

Motorbetriebspunkte BP 1 - 6 in Bild 3.35 

Offenbar wird der Verlauf der Flammenfaltung über der Zeit in sehr starker 

Weise durch die Motordrehzahl, aber auch noch durch die Last beeinflusst. Dabei 

wirken steigende Motordrehzahlen über eine mit der Drehzahl zunehmende Tur-

bulenzintensität, und erhöhte Lasten über eine damit verbundene Dichtezu-

nahme während der Verbrennung. Hier wird deutlich, dass die Formen ③ und 

④ der „dimensionslosen Zeit“, in denen die Turbulenzintensität gar nicht vor-

kommt, zu Recht unberücksichtigt geblieben sind. 

Mit der ebenfalls in Betracht gezogenen Form ② lässt sich unter der Annahme 

tl konst der Drehzahleinfluss auf den zeitlichen Faltungsverlauf praktisch ge-

nauso gut beschreiben wie mit der Form ①, allerdings nur bei annähernd kon-

stanter Last. Dies liegt daran, dass die Form ② keinen signifikanten Einfluss der 

Dichte enthält, die mit der Last veränderlich ist. 

Nach dem vorstehend aus dem Vergleich Rechnung/Messung erhaltenen Ergebnis 

in Gleichung (3.-104) ist in dem hier gegebenen Zusammenhang das mittlere tur-

bulente Längenmaß tl weitgehend irrelevant. Wenn man diese Größe aus der Ein-

flussgrößenliste (3.-95) streicht, führt eine neue Dimensionsanalyse unter der 

Forderung, dass die dimensionslose Zeit im Exponentialterm die mittlere Turbu-

lenzintensität enthalten muss, direkt auf die Gleichungsform (3.-104). 
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3.13  Durchbiegung des Freiträgers 

Die Formel für die Durchbiegung am freien Ende eines Freiträgers ist aus Ta-

schenbüchern zu entnehmen: 

 

21

3

mf F l

l E I
=

 

(3.-105) 

 

Die Behandlung dieses Beispiels mit bekanntem Ergebnis soll zeigen, dass es 

manchmal einiger Überlegung bedarf, um dasjenige Grundgrößensystem zu fin-

den, in dem die Dimensionsanalyse bezüglich einer vorgelegten Einflussgrößen-

liste zu einem optimalen Ergebnis führt. 

Aus der vorstehenden Gleichung liest man die Einflussgrößenliste für die Durch-

biegung ab: 

( , , , )mf g F l E I=  (3.-106) 

mf  Durchbiegung am freien Ende 

F Angreifende Kraft am freien Ende 

l Länge des Freiträgers 

E Elastizitätsmodul des Trägermaterials 

I Flächenträgheitsmoment des Trägers 

In Bild 3.37 sind die zu der vorstehenden Einflussgrößenliste im  , ,M L T - bzw. 

im äquivalenten  , ,F L T -System gehörigen Dimensionstafeln dargestellt. Hier 

zeigt es sich, dass im  , ,F L T -System die Zeit als Grundgröße nicht benötigt 

wird, so dass die Behandlung im  ,F L -System fortgeführt werden kann. Eine 

Dimensionsanalyse liefert in beiden Grundgrößensystemen denselben dimensi-

onslosen Zusammenhang, z. B. 

4

2
,mf F l

G
l IE l

 
=  

 
  . (3.-107) 

 

Bild 3.37: Dimensionstafeln zu Gleichung (3.-106) 

Dieses Ergebnis steht offensichtlich nicht mit der bekannten Gleichung (3.-105) 

in Einklang. Durch die Potenzproduktumwandlung 

4 2

2

F l F l

I E IE l
 =  (3.-108) 
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kann zwar das auf der rechten Seite der Durchbiegungsformel stehende Potenz-

produkt gebildet werden, es lässt sich aber nicht mit Bestimmtheit erschließen 

und außerdem hat die Dimensionsanalyse gegenüber der Durchbiegungsformel 

ein Potenzprodukt zu viel ergeben. 

Nach diesem Sachverhalt sollte es möglich sein, ein anderes Grundgrößensystem 

anzugeben, in dem die Dimensionsanalyse auf ein Resultat führt, das mit der 

Durchbiegungsformel (3.-105) zusammenpasst. In dieser Hinsicht hilft ein nähe-

rer Blick auf die Definitionsgleichung für das Flächenträgheitsmoment 

2 2
z

A
I x dA x A= =  (3.-109) 

weiter, worin x den senkrechten Abstand des Flächenelementes dA  zur Träger-

achse bezeichnet. Die Integration ist über die Querschnittsfläche des Trägers aus-

zuführen.  

Man bemerke nun, dass die Größe der in das Flächenträgheitsmoment eingehen-

den Querschnittsfläche A weder mit den Abstandskoordinaten x noch mit den 

sonstigen problemrelevanten Längen in der Einflussgrößenliste (3.-106) in ir-

gendeinem Zusammenhang steht. Deshalb kann hier die Fläche A als eine zusätz-

liche Grundgrößenart aufgefasst werden, und zwar ohne dass die Einführung ei-

ner Dimensionskonstanten erforderlich wäre. Dasselbe gilt hinsichtlich der Defi-

nitionsgleichung für den Elastizitätsmodul 

F
E

A



 
= =  , (3.-110) 

in den die Querschnittsfläche A in analoger Weise eingeht ( und   bezeichnen 

die Spannung bzw. die Dehnung). 

Die Dimensionsanalyse ist nun in einem  , ,F L A -System erneut durchzuführen, 

in dem das Flächenträgheitsmoment nicht mehr die Dimension 4L  (vergl. Bild 

3.37), sondern die Dimension 2[ ]I L A=  hat. Die Dimension des Elastizitätsmo-

duls erfährt eine analoge Änderung in 1[ ]E F A−= . 

In Bild 3.38 sind die zur Einflussgrößenliste (3.-106) gehörige Dimensionstafel ① 

im  , ,F L A -System und rechts anschließend die Schritte zur sukzessiven Elimi-

nierung der Spaltenvektoren dargestellt.  

 

Bild 3.38: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-106) im  , ,F L A -System 
und Eliminierung der Spaltenvektoren 
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Das Ergebnis der Dimensionsanalyse 

2
mf F l

G
l E I

 
=  

 
 (3.-111) 

entspricht nun voll der Durchbiegungsformel (3.-105). 

Es sei noch vermerkt, dass der Elastizitätsmodul E und das Flächenträgheitsmo-

ment I offensichtlich nur als Produkt in einen elastizitätstheoretischen Sachver-

halt eingehen können, weil sonst die A-Spalte in der Dimensionstafel ① nicht 

eliminiert werden kann. Das Produkt EI wird als „Biegesteife“ bezeichnet. Diese 

zusammengesetzte Größe hat im  ,F L -System die Dimension   2EI FL= , im 

 , ,M L T -System ist hingegen  EI = 3 2ML T − . 

Anmerkung: Eine Entwicklung, die zu demselben Ergebnis führt, kann auch in 

einem (auf den ersten Blick etwas befremdlich erscheinenden)  1 2, ,F L L -System 

erfolgen, in dem zwei unterschiedliche Kategorien von Längen als Grundgrößen-

arten eingeführt werden. Die Längen 1L  der ersten Kategorie umfassen die wei-

ter oben für die Bildung des Flächenträgheitsmoments verwendeten Abstandsko-

ordinaten x und die problemrelevanten Längen in der Einflussgrößenliste (3.-106)

. Zu den Längen 2L  der zweiten Kategorie gehören hingegen die Abmessungen, 

die die Querschnittsfläche A des Trägers festlegen. In diesem alternativen Grund-

größensystem hat das Flächenträgheitsmoment die Dimension 2 2
1 2[ ]I L L=  und 

der Elastizitätsmodul die Dimension 2
2[ ]E F L−= . 

 

3.14  Eigenfrequenz eines eingespannten Stabes 

Der zu untersuchende Sachverhalt wird durch die untere Skizze verdeutlicht. 

 

Bild 3.39: Schwingungsfälle des eingespannten Stabes 

Für die Eigenfrequenz des skizzierten Stabes gilt die Einflussgrößenliste 

( ), , ,ef g l E I= . (3.-112) 

ef  Eigenfrequenz 

l Länge des Stabes 

  Dichte des Stabmaterials 
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E Elastizitätsmodul des Stabmaterials 

I Flächenträgheitsmoment des Stabes 

Gemäß dem gegen Ende des vorhergehenden Kapitels gezogenen Schluss können 

hier der Elastizitätsmodul und das Flächenträgheitsmoment nur in Form der Bie-

gesteife, d. h. als Produkt EI eingehen. Deshalb vereinfacht sich die Einflussgrö-

ßenliste auf 

( ), ,ef h l EI= . (3.-113) 

Die Dimensionsanalyse lässt sich nun sehr leicht im  , ,M L T -System durchfüh-

ren. Im nachstehenden Bild 3.40 sind die hierzu erforderlichen Schritte darge-

stellt. 

 

Bild 3.40: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-113) im  , ,M L T -System 
und Eliminierung der Spaltenvektoren 

Hiernach gilt für die gesuchte Eigenfrequenz 

6e K

EI
f C

l
=  . (3.-114) 

Die Konstante KC  hängt von der Schwingungsform, d. h. von der Anzahl K der 

Knoten ab (vergl. Bild 3.39) und muss experimentell oder analytisch bestimmt 

werden. 

 

3.15  Luftwiderstand eines PKW 

Ein Fahrzeug (z. B. PKW in Bild 3.41) erfährt bei der Straßenfahrt einen Luftwi-

derstand. Die hierfür maßgebenden Einflussgrößen sind in der Skizze eingetra-

gen. 

 

Bild 3.41: Luftwiderstand eines PKW bei Straßenfahrt 

Hiernach gilt für den Luftwiderstand die folgende Einflussgrößenliste: 
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1, , , , , , , n
L

llb
W f v h

h h h
 

 
=  

 
 (3.-115) 

LW  Luftwiderstand 

v  Fahrgeschwindigkeit 

  Luftdichte 

  Dynamische Viskosität der Luft 

h,b Höhe und Breite des Fahrzeugs (Kastenmaße) 

1, , nl l  Weitere Längenmaße zur detaillierten Beschreibung 

  der relevanten Fahrzeugabmessungen 

In der obigen Einflussgrößenliste wurden bereits die Geometrieparameter, aus-

genommen die Fahrzeughöhe, durch Division mit derselben dimensionslos ge-

macht. Hiernach erhält man für die verbliebenen dimensionsbehafteten Einfluss-

größen die in Bild 3.42 links stehende Dimensionstafel im  , ,M L T -System. 

 

Bild 3.42: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-115) und nachfolgende 

Eliminierung der Spaltenvektoren 

Nach der Eliminierung der Spaltenvektoren folgt unter Hinzunahme der bereits 

in Gleichung (3.-115) erhaltenen Dimensionslosen der dimensionslose Zusam-

menhang 

1

2 2
, , , , nL lW lvh b

F
h h hv h





 
=  

 
 . (3.-116) 

Durch Multiplikation mit 2 /h b  und durch Einführung der Referenzfläche A bh=  

lässt sich diese Gleichung umschreiben in  

1

2

2
, , , , nL

W

lW lvh b
F

h h hv A

c





 =  
 

 . (3.-117) 

Hierin ist Wc  der bekannte Luftwiderstandsbeiwert. Die erste Dimensionslose in 

der Klammer ist von der Struktur her eine Reynoldszahl. 

Im Hinblick auf einen projektierten, d. h. noch nicht existenten PKW werden oft-

mals Widerstandsmessungen an einem verkleinerten Modell im Windkanal 

durchgeführt, die Aufschluss über den Luftwiderstandsbeiwert des auszuführen-

den PKW geben sollen. 

Dabei gilt analog zu Gleichung (3.-117) mit den durch eine hochgestellte Tilde ge-

kennzeichneten Modell- und Windkanaldaten 
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1

2

2
, , , , nL

W

lW lvh b
F

h h hv A

c





 =   
 

 . (3.-118) 

Die Funktion F   ist in beiden Gleichungen dieselbe. Folglich wird der Wc -Wert 

des auszuführenden PKW mit dem am Modell gemessenen Wert Wc  übereinstim-

men, wenn dasselbe auch für die Werte aller Dimensionslosen in den Argument-

klammern der Gleichungen (3.-117) und (3.-118) der Fall ist. Für die Werte der 

dimensionslosen Längenverhältnisse lässt sich dies erreichen, indem das Modell 

geometrisch ähnlich zu dem auszuführenden PKW hergestellt wird. Zur Überein-

stimmung der beiden Reynoldszahlen 

vh vh 

 
=  (3.-119) 

müssen die dimensionsbehafteten Größen in der links stehenden Zahl in geeigne-

ter Weise gewählt werden. Dabei erfordert ein relativ kleines Modell (wegen 

vh konst ) auf jeden Fall eine dementsprechend hohe Strömungsgeschwindig-

keit im Windkanal. Inwieweit man auch über die Dichte und die dynamische Zä-

higkeit in den Wert der Reynoldszahl eingreifen kann, hängt von der Ausführung 

des zur Verfügung stehenden Windkanals ab. 

 

 

3.16  Risswachstum bei schwingender Beanspruchung 

Im Schrifttum zur Bruchmechanik findet man die nachstehende empirisch ermit-

telte Gleichung von Paris u.a., die unter gewissen Voraussetzungen die Riss-

wachstumsgeschwindigkeit in Werkstoffproben bei schwingender Beanspru-

chung beschreibt. 

m
da a

C a f
dN W

 
  

=     
 (3.-120) 

a Risslänge 

N Lastspielzahl 

  Nennspannungsausschlag 

W Nennprobenabmessung 

C, m Proben / Werkstoffparameter 

Gemäß der obigen Einflussgrößenliste für die Risswachstumsgeschwindigkeit 

/da dN  ist die dimensionsanalytische Untersuchung des Problems zweckmäßig 

in einem  ,F L -System durchzuführen. 
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Hierbei ist zunächst festzustellen, dass die Gleichung  keine korrekte physikali-

sche Gleichung darstellen kann. Bei dem auf der rechten Gleichungsseite auftre-

tenden Potenzausdruck handelt es sich nämlich nicht um eine dimensionshomo-

gene Funktion, weil die anscheinend zugehörige Dimension 

3/2

m m

m

a F
a f

W L
 

   
=       

 (3.-121) 

in unzulässiger Weise von einer Einflussgröße des Problems (dem Werkstoffpara-

meter m) abhängig ist, d. h. der Ausdruck besitzt faktisch gar keine physikalische 

Dimension (vergl. Gleichung (1.-7)). 

Im Folgenden soll der Versuch einer Korrektur der Gleichung (3.-120) unternom-

men werden, die diesen Fehler vermeidet. 

Eine Überlegung zu den wahrscheinlich maßgebenden Einflussgrößen auf die 

Risswachstumsgeschwindigkeit führt auf den Einflussgrößenzusammenhang 

2
1 0,2

1 1 0,2

weitere
, , , , , , , , Werkstoff- und

Gefügeparameter

n
m P

p

llda E
g F F l R

dN l l R

 
 =
 
 

 . (3.-122) 

F  Kraftausschlag im Pulsversuch 

mF  Mittlere Kraft im Pulsversuch 

1 nl l  Geometriedaten der Probe 

0,2pR  Dehngrenze 

E Elastizitätsmodul 

In diesem Fall ist eine Dimensionsanalyse im  ,F L -System sehr leicht durchzu-

führen. Ohne besondere Rechnung schließt man auf 

2
1 10,2 1

1
, , ,Π ,ΠG W

mP

da F F a
G

l dN F lR l

  
 =
 
 

 . (3.-123) 

Hierin bezeichnen ΠG  die Gesamtheit der dimensionslosen Geometrieparameter 

der untersuchten Probe und ΠW  die Gesamtheit der relevanten dimensionslosen 

Werkstoff- und Gefügeparameter. 

Mit Blick auf die Gleichung von Paris wird als neuer, nun dimensionshomogener 

Gleichungsansatz formuliert 

(Π ,Π )1/2

2
1 1 10,2 1

1
(Π ,Π )

G Wm

G W

P

da F a a
C f

l dN l lR l

    
=     

     

, (3.-124) 

in dem nun auf der linken und der rechten Seite dimensionslose Ausdrücke ste-

hen. Hierbei blieb die Dimensionslose / mF F  unberücksichtigt, weil die Mittel-

kraft mF  in der Gleichung von Paris nicht vorkommt und deshalb eventuell prob-

lemirrelevant ist. 
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3.17  Gemischbildung am Einspritzstrahl 

Betrachtet wird der vereinfachte Fall einer Kraftstoffeinspritzung in eine ru-

hende inerte Gasatmosphäre von Raumtemperatur, bei dem keine Verbrennung 

und nahezu auch keine Verdampfung stattfinden kann. Unter diesen Randbedin-

gungen werden häufig experimentelle Untersuchungen zur Dieseleinspritzung 

durchgeführt, um die erheblich komplizierenden Einflüsse der Verdampfung und 

der Verbrennung auf die Strahlausbildung auszuschalten. 

 

Bild 3.43: Einflussgrößen bei der Einspritzung in eine ruhende inerte 
Gasatmosphäre von Raumtemperatur 

Für die den Einspritzstrahl kennzeichnenden zeitabhängigen Größen - den mitt-

leren Tropfendurchmesser, die Strahleindringtiefe und den Strahlwinkel - gelten 

die folgenden relativ einfachen Einflussgrößenzusammenhänge 

,

1

2

3

( , , , , , , , , )
m

B E B B B g g

d f

S f V t t D l

f

       



=

=

=

 , (3.-125) 

mit den Bezeichnungen: 

md  Mittlerer Tropfendurchmesser, gebildet nach einer bestimmten 

 Vorschrift  

S  Strahleindringtiefe 

  Strahlkegelwinkel 

BV  Einspritzvolumen 

Et  Einspritzdauer 

t  Zeitspanne seit Strahlaustritt 

D  Spritzlochdurchmesser 

l  Spritzlochlänge 

B  Kraftstoffdichte 

B  Dynamische Viskosität des Kraftstoffes 

B  Spezifische Oberflächenspannung des Kraftstoffes 

g  Gasdichte 

g  Dynamische Viskosität des Gases 

Die Dimensionsanalyse erfolgt zweckmäßig in einem  , ,M L T -System. Einige 

der Einflussgrößen in der vorstehenden Liste lassen sich schon ohne Rechnung 



 

74 

 

zu offensichtlichen Dimensionslosen verbinden, d. h. die Gleichungen (3.-125) 

können umgeschrieben werden in 

,

1

2

3

, , , , , , , ,
m

g g
B E B B B

E B B

d f
t l

S f V t D
t D

f

 
    

  


=
 

=  
 =

. (3.-126) 

Für den mittleren Tropfendurchmesser und die verbliebenen dimensionsbehafte-

ten Einflussgrößen ist die zugehörige Dimensionstafel ① im unteren Bild darge-

stellt.  

 

Bild 3.44: Dimensionstafel ① zu der Beziehung für den mittleren Tropfen-
durchmesser in Gleichung (3.-126) und Eliminierung der Spaltenvektoren 

Hinsichtlich der Strahlreichweite und des Strahlwinkels ist analog zu verfahren 

mit dem Ergebnis, dass sich die Gleichungen (3.-126) auf die dimensionslosen Zu-

sammenhänge 

1

2 3 2

3

, , , , , ,

m

g gB E B B B

B E B BB

d
F

D
V t DS t l

F
D D t DD

F

      

   



=

 
=   

 

=

 (3.-127) 

verdichten lassen. Diese Beziehungen lassen sich mit der Potenzproduktumwand-

lung 

1

3 2

B E B B B B B

B E BB

V t D V

D t DD

      

  

−
 

  = 
 

 (3.-128) 

umschreiben in 

1

2 3 2

3

, , , , , ,

m

g gB B B B B

E B E B BB

d
F

D
V V DS t l

F
D t D t DD

F

      

    



=

 
=   

 

=

, (3.-129) 
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womit der Erwartung Rechnung getragen wurde, dass mit der Einspritzrate 

/B EV t   eine einflussgewichtige Dimensionslose zu bilden sein sollte. Für den 

mittleren Differenzdruck p , der sich während der Einspritzung über dem 

Spritzloch einstellt, gilt im Wesentlichen die Einflussgrößenliste  

,( , , , )B E B Bp g V t D    = . (3.-130) 

Mit Blick auf die dimensionslosen Gruppen in Gleichung (3.-129) lässt sich das 

Ergebnis einer Dimensionsanalyse auch ohne Rechnung angeben: 

2

2 3
,B B B B

E BB

p D V V
G

t DD

    

 

 
=  

 
. (3.-131) 

Die Dimensionslosen in der Argumentklammer stehen auch in der Argumentliste 

der Gleichungen (3.-129), sodass man in den Letzteren die in der Klammer an 

zweiter Stelle stehende „dimensionslose Einspritzrate“ durch die in Gleichung  

auf der linken Seite stehende „dimensionslose Druckdifferenz“ austauschen kann: 

1

2

2 3 2 2

3

, , , , , ,

m

g gB B B B

E B BB B

d
F

D
V p D DS t l

F
D t DD

F

      

   



=

 
=   
 

=

. (3.-132) 

Diese Formulierung verknüpft die kennzeichnenden Strahlgrößen mit dem Ein-

spritzdruck. 

In der Literatur sind verschiedene experimentelle Untersuchungen zur Ermitt-

lung des mittleren Tropfendurchmessers, der Strahleindringtiefe und des Strahl-

kegelwinkels in Abhängigkeit von bestimmenden Einflussgrößen bekannt gewor-

den. Die als Ergebnis dieser Arbeiten aufgestellten Funktionsansätze sind aller-

dings oftmals aus dimensionstheoretischer Sicht mehr oder weniger unbefriedi-

gend, d. h. die Gleichungsurheber haben (offenbar in Unkenntnis der dimensions-

theoretischen Grundlagen) gar nicht erst den Versuch unternommen, die für ihr 

Problem relevanten dimensionslosen Gruppen zu ermitteln, um dann ihre Glei-

chungen aus denselben aufzubauen. 

Im Folgenden wird der Versuch unternommen, beispielhaft einige Funktionsan-

sätze aus der Literatur nachträglich so zu ergänzen, dass sie mit den Gleichungen 

(3.-132) vereinbar sind. 

- Strahleindringtiefe 

Nach /9/ gilt 

0,3 0,008 0,5 0,162
0,55

2 2
1,1 B B B B

gB B

p D D l
S t

D

    


 

−
       

=                  
 (3.-133) 
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Diese Gleichung verwendet zwar weitgehend, aber eben nicht ausschließlich di-

mensionslose Gruppen der physikalischen Einflussgrößen des Problems. Mit der 

Zahl 1,1 enthält sie zudem eine offenbar nicht erklärte dimensionsbehaftete Kon-

stante, was darauf zurückzuführen sein dürfte, dass die Verbindung mit den Ex-

perimenten nicht in optimaler Weise gelungen ist. In diesem Fall kann aber wahr-

scheinlich recht einfach auf die Form 

0,3 0,008 0,5 0,550,162

2 2

B B B B

g EB B

p D DS l t

D D t

     

  

−
        
                     

 (3.-134) 

korrigiert werden, die mit Gleichung (3.-132)  in Einklang steht und in der die 

(nicht mehr mitgeschriebene nun leider unbekannte) multiplikative Konstante 

dimensionslos ist. 

- Strahlkegelwinkel 

In /10/ wird die Beziehung 

0,508 0,0094 0,335tan ~
2

gD p


  , (3.-135) 

angegeben, die offensichtlich ohne nähere Überlegung zu den relevanten Einfluss-

größen und ohne jede Berücksichtigung von dimensionstheoretischen Aspekten 

entstanden ist. Der Gleichungsurheber hat wohl in seiner Versuchseinrichtung 

einfach die auf der rechten Seite stehenden Einflussgrößen in einer gewissen 

Bandbreite variiert und dabei den jeweils zugehörigen Strahlkegelwinkel notiert. 

Anschließend hat er mit Hilfe eines geeigneten Rechenprogrammes seine Ver-

suchsdaten durch den obigen Gleichungsansatz approximiert. Die an eine physi-

kalische Gleichung zu stellende Anforderung der Dimensionshomogenität lässt 

sich hier nur dadurch erfüllen, dass man in Gleichung (3.-135) eine multiplikative 

Dimensionskonstante C mit   5252 0,3444 0,0188C L M T− −= im  , ,M L T -System 

einfügt, die allerdings zum Ausdruck bringt, dass etliche nicht erkannte Einfluss-

größen in unkontrollierter Weise in die Gleichungsformulierung eingegangen 

sind. Damit kann es sich bei der Gleichung nicht um eine allgemeingültige physi-

kalische Beziehung zwischen den genannten Einflussgrößen handeln. 

Hinsichtlich der nach Gleichung (3.-135) sehr starken Abhängigkeit des Strahl-

kegelwinkels vom Düsenlochdurchmesser, die durch Resultate von anderen For-

schungsstellen nicht bestätigt wird, führen die Gleichungsurheber aus, dass sie 

ihre Untersuchungen bei konstanter Düsenlochlänge durchgeführt haben und 

dass ihre Gleichung deshalb eigentlich den Einfluss des Verhältnisses /l D  zum 

Ausdruck bringt. Hiernach und mit Blick auf Gleichung (3.-132) dürfte die Glei-

chung (3.-135) auf die Form 

0,0094 0,3350,508 2

2
tan ~

2

gB

BB

p ll

D

 



−     
          

 (3.-136) 
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zu korrigieren sein. Die nun dimensionslose multiplikative Konstante bliebe al-

lerdings noch zu ermitteln. 

- Mittlerer Tropfendurchmesser 

In /11/ wird für den mittleren Tropfendurchmesser (ermittelt nach der sogenann-

ten Sauter-Methode) angegeben 

( ) 0,135 0,121 0,131S
m g Bd A p V  −= . (3.-137) 

Für diese Gleichung gilt die vorstehende Kritik in gleichem Maße6F6F6F6F

7. 

Wahrscheinlich hat der Gleichungsurheber seine Untersuchungen ohne Variation 

der Düsenlochgeometrie durchgeführt. Nach Sichtung der in der Literatur wei-

terhin verfügbaren Aussagen zu Einflüssen auf den Sauter-Durchmesser er-

scheint die korrigierte Beziehung 

0,135 0,121 0,131( ) 2

2 3
~

S
gm B B

BB

d V

D p D D

 

 

     
          

 (3.-138) 

angebracht, die auch den Einfluss des Düsenlochmessers in annähernder Über-

einstimmung mit den Ergebnissen von anderen Forschungsstellen zum Ausdruck 

bringt. 

 

3.18  Zyklon-Staubabscheider 

An dem geometrisch ähnlich im Maßstab 1:  verkleinerten Modell eines geplan-

ten Zyklon-Staubabscheiders (siehe Skizze in Bild 3.45) soll durch Messungen die 

Eintrittsgeschwindigkeit in den Abscheider ermittelt werden, die zur Erzielung 

eines bestimmten Abscheidegrades erforderlich ist. 

In der o. g. Skizze sind die wesentlichen Einflussgrößen eingetragen, die den in-

teressierenden mittleren Durchmesser 2d  der Partikel im austretenden Luft-

strom bestimmen. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die Strömung durch den Stau-

babscheider als annähernd inkompressibel angesehen werden kann. Dann lautet 

die Einflussgrößenliste: 

  =2 1( , , , , , , , / )L L L S WS id f d w c D l D  (3.-139) 

Hierin bezeichnen 

1 2 1,d d d  Mittlere Partikeldurchmesser im ein-bzw. austretenden 

  Luftstrom. Der Quotient 2 1/d d  kennzeichnet die Abscheide- 

  leistung und wird hier als Abscheidegrad bezeichnet 

Lw  Eintrittsgeschwindigkeit der Luft 

L  Dichte der eintretenden Luft 

 
7 Leider sind derart unbefriedigende Gleichungsformulierungen des Öfteren in der ingenieur-

wissenschaftlichen Literatur zu finden. 
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L  Dynamische Viskosität von Luft 

S  Dichte der Staubpartikel 

WSc  Luftwiderstandsbeiwert der Staubpartikel (dimensionslos) 

D Durchmesser am Beginn der Trennstrecke  

il  Längenabmessungen zur Beschreibung der konstruktiven 

  Ausführung des Abscheiders ( 1, ,i n= ) 

 

Bild 3.45: Skizze eines Zyklon-Staubscheiders 

Die in der Trennstrecke des Abscheiders durch die Fliehkraft ausgelöste Bewe-

gung der Staubpartikel zur Wand wird durch den Luftwiderstand gehemmt. Des-

halb war der Luftwiderstandsbeiwert der Partikel als Einflussgröße zu berück-

sichtigen. In der Einflussgrößenliste wurden anstelle der einzelnen Längenab-

messungen il  die bereits offensichtlich dimensionslosen Quotienten /il D  verwen-

det, die bei der Aufstellung der im  , ,M L T -System zu Gleichung (3.-139) gehö-

rigen Dimensionstafel ① in Bild 3.46 nicht berücksichtigt werden mussten.  

 

Bild 3.46: Dimensionstafel ① zu Gleichung (3.-139) und nachfolgende 
Eliminierung der Spaltenvektoren 
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Mit der Potenzproduktumwandlung 

1
2 1 2

1

d d d

D D d

−
 

 = 
 

 (3.-140) 

und unter Hinzunahme der offensichtlichen Dimensionslosen in Gleichung 

(3.-139) erhält man den dimensionslosen Zusammenhang 

 


 

 
=  

 

2 1

1

, , , ,S iL L
WS

L L

ld d w D
F c

d D D
 . (3.-141) 

In dieser Gleichung wurden die Bezeichnungen der kennzeichnenden Größen der 

geplanten Ausführung des Zyklon-Staubabscheiders verwendet. Unter der Vo-

raussetzung von gleichen Stoffwerten und annähernd kugelförmigen Staubparti-

keln ( =WSc konst ) gilt mit den mit einer Tilde überstrichenen modellspezifischen 

Größen 



 

 
=  

 

2 1

1

, , , ,S iL L
WS

L L

ld d w D
F c

DDd
 . (3.-142) 

Die Funktion F ist in den beiden vorstehenden Gleichungen dieselbe. Deshalb 

müssen für einen vorgegebenen Wert c des Abscheidegrades, d. h. für 

2 2

11

d d
c

dd
= =  (3.-143) 

alle Dimensionslosen in den Argumentklammern der Gleichungen (3.-141) und 

(3.-142) übereinstimmen. Hieraus leitet man ab: 

1) 1 1 1 1d d d d
d

D DD




= =  = , (3.-144) 

d. h. für die Messungen wird ein Modellstaub mit 1/ -facher Korngröße 

benötigt. 

2) L L L L L L
L L

L L L

w D w D w D
w w

  


   
= =  =  (3.-145) 

Die für die Planung zu veranschlagende Luftgeschwindigkeit am Eintritt des Ab-

scheiders beträgt folglich das 1/ -fache der am Modell gemessenen. 

 

3.19 Geometrisch ähnliche Flächen und Körper 

Für Flächen gelten die Einflussgrößenzusammenhänge 

1
1 2

2

( , , , , , )i n

A f
l l l l

U f

=

=
 (3.-146) 
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A,U Inhalt, Umfang der Fläche 

1 nl l  Längenabmessungen, die die geometrische 

  Gestalt der Fläche festlegen 

und für Körper die folgenden 

3
1 2

4

( , , , , , )i m

V f
l l l l

O f

=

=
 . (3.-147) 

V,O Volumen, Oberfläche des Körpers 

1 ml l  Längenabmessungen, die die geometrische  

  Gestalt des Körpers festlegen  

Durch eine Dimensionsanalyse in einem {L (Länge)}-System erhält man die 

dimensionslosen Zusammenhänge 

2
1 21

2

/
, , , , ,

/

i nk

k k k kk

l ll lA l F
i k

l l l lU l F

 =
 

=  
 (3.-148) 

und 

3
1 23

2
4

/
, , , , ,

/

j mk

k k k kk

l ll lV l F
j k

l l l lO l F

 =
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 , (3.-149) 

worin kl  eine als charakteristisch angesehene Längenabmessung der Fläche bzw. 

des Körpers bezeichnet. Für geometrisch ähnliche Flächen bzw. Körper sind alle 

Längenverhältnisse in den Argumentklammern der beiden obigen Gleichungen 

konstant. Damit gelten die folgenden manchmal nützlichen Beziehungen: 

2
1

42
2

/

/
k

k

AA l konst
konst

U l konst U

=
 =

=
 (3.-150) 

und 

3
3

52 3/2
4

/

/

k

k

V l konst V
konst

O l konst O

=
 =

=
 . (3.-151) 
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